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VORWORT. 


Der analytischen Geometrie der Kegelschnitte und den 
Vorlesungen zur Einführung in die Algebra der linearen 
Transformationen von George Salmon lasse ich hier von 
der analytischen Geometrie des Raumes den ersten Theil in 
deutscher Bearbeitung folgen. 

Das Werk „A Treatise on the Analytic Geometry of 
three Dimensions“ meines verehrten Freundes Rev. George 
Salmon ist ein Buch von bedeutendem Umfange, es um- 
fasst die analytische Geometrie des Raumes von den Ele- 
menten an bis zu der Untersuchung der Probleme, welche 
die Mathematiker der Gegenwart beschäftigen. Ich habe mich 
für eine Trennung des umfangreichen Materials in zwei Theile 
entschieden, deren einer die Theorie der Flächen zweiten Gra- 
des insbesondere enthält, indess der andere der Untersuchung 
der algebraischen Flächen und der Raumcurven im ganzen 
Umfange gewidmet ist, und ich hoffe dadurch die Wirksam- 
keit des Buches noch erleichtert zu haben, das trotz seines 
grossen Umfangs und obwohl es erst im Sommer vorigen 
Jahres erschien in England bereits fast vergriffen ist. 

Durch Vermehrung der Beispiele namentlich in den 
Elementen, durch die Gegenüberstellung der Systeme von 
Punkteoordinaten und Ebeneneoordinaten und die Darlegung 
ihres Gebrauchs, durch weitere Ausführung einiger Theo- 
rien, wie der von den ebenen Schnitten insbesondere den 
geradlinigen Schnitten, und von den sich selbst conjugierten 


http://rcin.org.pl 


SE E 


Tetraedern oder den Systemen harmonischer Pole und Polar- 
ebenen der Flächen zweiten Grades, etc. habe ich diesen 
ersten Theil des Werkes zu einem Lehrbuch für höhere Un- 
terrichtsanstalten vollkommener geeignet zu machen gesucht. 
Ich hoffe, dass es als ein solches dazu brauchbar erscheint, 
in die gegenwärtige wissenschaftliche Auffassung der analy- 
tischen Geometrie des Raumes einzuführen, d. h. zur Aneig- 
nung der wichtigen Errungenschaften der letzten Epoche in 
diesem Theile der mathematischen Arbeit hin zu leiten. In 
diesem Sinne habe ich die Theorie der Focaleentra und 
Focalkugeln in den Artikeln 211 f. und die Untersuchung 
des Feuerbach’schen Kreises bei sphärischen Dreiecken 
in den Artikeln 239, 240 hinzugefügt; ich habe es aber nicht 
für statthaft und nicht für nöthig gehalten, nach systemati- 
scher Vollständigkeit zu streben und darf mir in dieser Be- 
ziehung wohl erlauben, auf die „Analytische Geometrie der 
Kegelschnitte mit besonderer Berücksichtigung der neueren 
Methoden“ (Leipzig, B. G. Teubner, 1860) zu verweisen, 
deren Vergleichung an sehr zahlreichen Stellen zu weiteren 
Ausführungen anleiten wird. 

Die Herausgabe des zweiten Theils der analytischen 
Geometrie des Raumes soll bald erfolgen, wenn Zeit und 
Kraft mir dazu werden und die fördernde Theilnahme des 
mathematischen Publikums mir auch ferner nicht versagt ist. 


Chemnitz, im September 1863. 
Wilhelm Fiedler. 
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gt 
I. Kapitel. 


Der Punkt; Theorie der Projectionen und Trans- 
formation der Coordinaten. 


1. Wie die Lage eines Punktes C in einer Ebene bestimmt 
wird, indem man ihn auf zwei in dieser Ebene gelegene Coor- 
dinatenachsen OX, OF bezieht, ist bekannt. Um die Lage eines 
Punktes P im Raume zu bestimmen, haben wir nun eine dritte 
Achse 07 zu den beiden schon vorhandenen hinzuzufügen, welche 
nicht in ihrer Ebene lieg. Wenn wir dann die der Linie 07 
parallel gemessene Entfernung des Punktes Р von der Ebene ХОУ 
und die x und y Coordinaten des Punktes C kennen, in welchem 
die durch Р gehende Parallele zu 02 die Ebene schneidet, so ist 
die Lage des Punktes ? offenbar vollständig bestimmt. 

Von den drei gegebenen Gleichungen 

ehe 

bestimmen die beiden ersten den Punkt С und man erhält den Punkt 
Р, indem man durch ihn eine Parallele zu OZ zieht und auf ihr die 
Länge СР == с abträgt. Es ist auch bekannt, wie die Lage des 
Punktes С in der Ebene ХОУ von den Vorzeichen der Grössen 
a und b bedingt wird; in derselben Weise bestimmt das Zeichen 
von е die Seite der Ebene XOF, nach welcher die Linie СР zu 
messen ist, indem man · annimmt, dass alle auf der einen Seite 
der Ebene gemessenen Linien dieser Art als positiv gelten, wäh- 
rend die auf der andern Seite derselben gemessenen negativ sind. 
Man betrachtet z. В. die z aller über der Ebene ХОУ gelegenen 
Punkte als positiv und die z aller unter derselben gelegenen 
Punkte als negativ unter der Voraussetzung, dass diese Ebene 
selbst eine Horizontalebene ist. Es erhellt zugleich, dass für jeden 
in der Ebene ХОУ gelegenen Punkt т == 0) ist. 

Die von den Achsen miteinander gebildeten Winkel sind will- 


Salmon, Anal. Geom. d. Raumes. 1 
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kürlich innerhalb der durch die vorigen Bestimmungen gezogenen 
Grenzen; die Achsen werden aber speciell als reetangulär bezeich- 
‚net, wenn die Linien OX und OF rechtwinklich zu einander sind 
und die Linie 9Z normal zur Ebene XOF ist. 

2. Wir haben die Methode der Bestimmung eines Punktes im 
Raume in der Weise auseinandergesetzt, welche die einfachste 
scheint für diejenigen, welche mit der analytischen Geometrie in 
der Ebene vertraut sind, und gehen nun dazu weiter, sie in einer 
mehr symmetrischen Art darzustellen. 

Wir bedienen uns zu dieser Bestimmung der Verbindung von 

Fig. 1. drei Goordinatenachsen OA, 

Kä OF, OZ, welche sich in einem 

Punkte 0 schneiden, den wir wie 

TB Inder Planimetrie als den Anfangs- 

a eg | punkt bezeichnen. Die drei Ach- 

BE: e Wë | sen heissen die Achsen der x,y, z 

~p © respective. Sie bestimmen auch 

-E die drei Coordinatenebenen, 

4 nämlich die Ebenen ХОУ, YOZ, 

ZOX, welche wir als die Ebenen ду, yz, zæ respective benennen 
werden. 

Da nun offenbar 

РА = ©ЁЙ == а, PR = De), РЕ zg 


ist, so ist die Lage eines Punktes P bekannt, wenn seine drei 
Coordinaten gegeben sind, d. h. wenn die drei Geraden PA, PB, PC 
bekannt sind, welche durch ihn den Achsen der x, der y, der z 
respective parallel bis zum Durchschnitt mit der Ebene der jedes- 
maligen beiden andern Achsen gezogen werden. 
Da ferner 

OD = а, ОЕ = bh ОЕ = с 

ist, so kann der durch die Gleichungen 
а == а, у= bh, == е 

bestimmte Punkt durch folgende symmetrische Construction ge- 
funden werden: Man messe in der Achse der æ die Länge OD = a 
und lege durch D die Ebene PBDC parallel der Ebene yz, messe 
in der Achse дег y die Länge OE == b und lege durch Æ die 
Ebene PCEA parallel zu zx, und endlich in der Achse der z die 
Länge OF == е und lege durch F die Ebene РАЕВ parallel zu xy; 
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der Durchschnittspunkt der drei so bestimmten Ebenen ist Р, der 
zu bestimmende Punkt. 

3. Die Punkte 4, В, € werden als die Projeetionen des 
Punktes P auf die drei Goordinatenebenen bezeichnet; 
wenn die Achsen reetangulär sind, heissen sie insbesondere ortho- 
gonale Ргојесііопеп. Da wir uns im Folgenden zu allermeist 
mit orthogonalen Projeetionen beschäftigen werden, so sollen, 
wenn wir ohne nähere Bezeichnung von Projeetionen sprechen, 
immer orthogonale Projeetionen verstanden sein, während das Ge- 
gentheil ausdrücklich bezeichnet werden soll. Und da wir von 
einigen Eigenschaften der orthogonalen Projectionen oft Gebrauch 
machen werden, so wollen wir dieselben, obgleich mehrere von 
ihnen schon in der „Analytischen Geometrie der Kegelschnitte “ 
(Artikel 451) bewiesen wurden, hier zusammenstellen. 

Die Länge der Orthogonalprojectioneiner begrenz- 
ten geraden Linie auf irgend eine Ebene ist gleich dem 
Producte der Linie in den cosinus des Winkels, wel- 
chen sie mit dieser Ebene bildet.*) 


*) Der von einer Linie mit einer Ebene gebildete Winkel ist derselbe, 
welchen die Linie mit ihrer Orthogonalprojeetion auf diese Ebene ein- 
schliesst. 

Der Winkel zwischen zwei Ebenen wird durch den Winkel der Nor- 
malen gemessen, welche man in ihnen auf ihrer Durchschniittslinie in ei- 
nem beliebigen Punkte derselben errichten kann; oder auch durch den 
Winkel der Normalen, die man von irgend einem Punkte auf beide Ebe- 
nen fällt. 

Der Winkel zwischen zwei Linien, welche sich nicht schneiden, ist 
durch den Winkel gemessen, den zwei Parallelen zu denselben von einem 
Punkte aus einschliessen. 

Wenn wir von dem Winkel zweier Linien sprechen, so ist es wün- 
schenswerth, ohne Zweidentigkeit auszudrücken, ob wir den spitzen oder 
stumpfen Winkel derselben verstehen. Dazu setzen wir voraus, dass 
z. В. für den Winkel der Linien PP’, CC’ in Figur 2 diese Linien in dem 
Sinne von Р nach P’ und von C nach С’ durchlaufen werden und dass für 
die Parallele РО derselbe Sinn festgehalten werde. Alsdann ist der Win- 
kel zwischen diesen Linien ein spitzer. Wenn wir aber von dem Winkel 
der Linien PP’ und (CC sprechen, so ist die Parallele PO nach entgegen- 
gesetztem Sinne zu ziehen und wir erhalten den stumpfen Winkel, wel- 
chen die Linien mit einander bilden, 

Wenn wir von den Winkeln sprechen, welche eine gerade Linie OP 
mit den Achsen bildet, so verstehen wir darunter immer die Winkel, wel- 
che OP mit den positiven Seiten der Achsen ОХ, OF, OZ einschliesst, 


1* 
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Sind PC und P’C’ die von Р und Р’ auf die Ebene ХОГ 
gefällten Normalen, so ist CC" die Or- 
thogonalprojection der Linie PP’ auf diese 
Ebene, und die Vervollständigung des 
Rechtecks PCC’O durch die Parallele PO 
zu CC liefert 
PO = CC’ = PP'. cos Р'РО. 
4. Die Projection einer in ei- 
; ner beliebigen Ebene enthaltenen 
Sé Fläche auf eine Ebene istgleich 
dem Producte der Originalfläche 
in den cosinus des von beiden Ebenen gebildeten Win- 
kels. („Analyt. Geom. der Kegelschn.‘“ Artikel 451.) Denn wenn 
die Ordinaten beider Figuren zur Durchschnitislinie ihrer Ebenen 
normal genommen sind, so ist jede Ordinate der Projection das 
Product aus der entsprechenden Ordinate des Originals in den 
cosinus des von beiden Ebenen gebildeten Winkels. Und wenn 
zwei Figuren von derjenigen Beschaffenheit sind, dass die den- 
selben Abseissen entsprechenden Ordinaten in unveränderlichem 
Verhältniss stehen, so sind die Flächen dieser Figuren selbst in 
dem nämlichen Verhältniss. (,, Analyt. Geom. der Kegelschnitte“ 
Artikel 255.) 
5. Die Projection eines Punktes auf eine gerade 
Fig. 3. Linie ist der Durchschnittspunkt der- 
selben mit einer durch den Punkt gehen- 
den und zu ihr normalen Ebene; es sind 
0 also beispielsweise in Figur 1 für гес!ап- 
Gi guläre Achsen D, Е, F die drei Ргојес- 
A , tionen des Punktes P auf die Achsen. 
79 Die Projection einer begrenz- 
si ten geraden Linie aufeine andere 
Gerade istgleichdemProduet der 
ersteren Liniein den cosinus des 
von beiden gebildeten Winkels. 


Fig. 2. 


Sei PP’ die gegebene Linie und DD’ ihre Projection auf ОХ, 
so ziehen wir durch P eine zu ОХ parallele Gerade bis zum Durch- 
schnitt mit der Ebene P’C’D’ їп Q; da beide auf einander normal 
sind, so ist POP’ ein rechter Winkel und 
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PO = PP, og PS 
endlich aber 
РО = DD, 
weil diese Geraden die in zwei parallelen geraden Linien von zwei 
parallelen Ebenen gebildeten Abschnitte sind. 

6. Für drei beliebige Punkte Р, Р”, P” ist die Pro- 
jection von PP” auf eine beliebige Gerade der Summe 
der Projeetionen von PP’ und PPI auf dieselbe Ge- 
rade gleich. 

Wenn D, D. D” die Projectionen der drei Punkte sind, so 
ist DD” die Summe von DD’ und DD. so lange D’ zwischen D 
und D” liegt. Liegt aber D” zwischen D und D’, so ist DD” die 
Differenz von DD’ und D D. und da der Sinn des Uebergangs 
von D’ nach D” der entgegengesetzte von dem von D nach D ist, 
so ist DD” die algebraische Summe von DD’ und DI. 

Dass die Projection von P’P” im letzteren Falle mit dem 
negativen Zeichen zu nehmen ist, geht auch daraus hervor, dass in 
diesem Falle die Länge der Projection das Product von P’P” in den 
cosinus eines stumpfen Winkels ist. 

Für eine beliebige Anzahl von Punkten Р, Р”, P”, P”, ete. 
ist allgemein die Projection von PP” auf eine beliebige Gerade 
gleich der Summe der Projeetionen von PP’, РР”, PP” аш 
dieselbe Gerade. 

7. Wir werden oft Gelegenheit haben, von dem folgenden 
speciellen Falle des Vorhergehenden Gebrauch zu machen. 

Die Summe der Projectionen der Coordinaten des 
Punktes Paufeine beliebige Gerade ist der Projection 
seines Radius Vectors auf dieselbe Gerade gleich. 

Denn die Betrachtung der Punkte 0, 2, €, P in Figur 1 oder 3 
zeigt, dass die Projeetion von OP der Summe der Projectionen 
von OD (= а), DC (= у) und CP (= =) gleich sein muss. 

8. Nachdem wir diese auf die Projectionen bezüglichen Grund- 
sätze begründet haben, die wir häufig anwenden werden, kehren 
wir zu dem eigentlichen Gegenstand dieser Untersuchung zurück. 

Die Coordinaten desjenigen Punktes, welcher die 
Entfernung zwischen zwei Punkten a, у, 2; 2", H, zZ 
in dem Verhältniss m:n theilt, sind 


ma + næ my + ny mz + nz’ 
Z т Р А 


— = 
z = 


E EC m+n’ m+n 
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Der Beweis für den entsprechenden Satz der analytischen Pla- 
nimelrie beweist auch den gegenwärtigen Satz. (Vergl. „Analyı. 
Geom. der Kegelschn.“ Artikel 7.) 

Wenn wir das Verhältniss m:n als unbestimmt betrachten, 
so drücken dieselben Gleichungen die Coordinaten eines beliebigen 
Punktes in der Verbindungslinie jener beiden Punkte aus. 

9. Eine der Seiten eines Dreiecks ist im Verhält- 
nissm:n und die Verbindungslinie des Theilpunktes mil 
der gegenüberliegenden Ecke im Verhältniss (m + n) :/ 
getheilt, welches sind die Coordinaten des letzteren 
Theilpunktes? 

Sie sind 


le’ + mx’ + ne” Ge, ly + ту + ny” 
ї+т-+п ’ та IHm-+n 


х2 == 


1+ т + п 

wie шап genau in derselben Art beweist, in welcher das ent- 
sprechende Theorem der Planimetrie bewiesen wurde. („Analyt. 
Geom. d. Kegelschnitte“ Artikel 7.) Wenn 7, m, n unbestimmte 
Grössen sind, so drücken dieselben Gleichungen die Coordinaten 
eines beliebigen Punktes in der Ebene des betrachteten Dreiecks 
aus. 

( Beispiel. Die geraden Linien, welche die Mittelpunkte 
der gegenüber liegenden Kanten eines Tetraeders verbin- 


den, schneiden sich їп einem Punkte. 


Denn die x von zwei solchen Mittelpunkten sind 
x {+ 
© 


ж + 
ә 


H D 


das а des Mittelpunktes ihrer Verbindungslinie ist folglich 
EDER 

analoge Ausdrücke geben die Coordinaten y und z dieses Punktes und 

ihre Symmetrie zeigt, dass sie auch den Verbindungslinien der andern 

Mittelpunktspaare angehören. 

Die geraden Linien, welche die Ecken des Tetraeders mit den Schwer- 
punkten der Gegenflächen verbinden, gehen durch denselben Punkt. Denn 
das x eines solchen Schwerpunkts ist 

At Aa 
3 
und wir erhalten denselben Werth wie vorher, wenn wir die Verbindungs- 
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linie derselben mit der gegenüberliegenden Ecke nach dem Verhältniss 3:1 
theilen. 

10. Man soll die Entfernung zwischen zwei Punk- 
ten P, P bestimmen, welche den rectangulären Coor- 
dinaten т, y, Z; =”, у", z entsprechen. 

Die Figur 3 zeigt, dass 

РР? = Р'0? + PO? 
ist; da nun 
PO == = —:,‚ DO = 00? = (к — =)?! + (у — у)? 
(„Analyt. Geom. (1. Kegelschn.“ Artikel 5.) 
so ist 
PP? = Le — A + (у — у)? + @ — 2")?. 

Zusatz. Die Entfernung eines beliebigen Punktes 
x, у, z vom Anfangspunkt der Coordinaten ist durch 
die Gleichung 

ОР? = x? + у? + z? 
gegeben. 

11. Die Lage eines Punktes kann auch durch die 
Länge seines Radius vector und die Winkel bestimmt 
werden, welche derselbe mit drei rectangulären Ach- 
sen bildet. 

Wenn wir diese Winkel durch с, 8, y bezeichnen, so gelten, 
weil die Coordinaten x, у, z die Projectionen des Radius vector 
auf die drei Achsen sind, die Gleichungen 

к ==@@%&«„ у} =®о бв == 0005. 
Und aus 
а? +y + А07 ы 
ergiebt sich für diese drei cosinus, die wir oft kurz als die Rich- 
tungscosinus des Radius vector bezeichnen werden, die verbindende 
Relation 
соз? с + cos? В + соѕ? у = 1.*) 


*) Ich bin dem gewöhnlichen Gebrauche in der Wahl dieser Winkel 
zur Bestimmung der Richtung einer Geraden gefolgt; in gewisser Hinsicht 
bietet jedoch die Anwendung ihrer Complementwinkel, 4, һ. der Winkel 
der Linie mit den Coordinatenebenen, Vorzüge dar. Diess bezeugen die 
entsprechenden Formeln für schiefwinklige Achsen, die im Texte nicht 
gegeben sind, weil sie später nicht gebraucht werden. 

Sind e, В, у die Winkel, welche eine gerade Linie mit den Ebenen 
Yz, zx, xy macht, während A, В, С die Winkel der Achsen der x, дегу 
und der z gegen die Ebenen az, zæ, су respective bezeichnen, so entspre- 
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Zuweilen wird auch die Lage eines Punktes im Raume da- 
durch bestimmt, dass man das folgende System von Polarcoordi- 
naten anwendet: Der Radius vector, der Winkel у, wel- 
chen er mit einer festen Achse AZ bildet, und der Win- 
kel COD = g, welchen die Projection des Radius vector 
auf eine zu OZ normale Ebene mit einer festen Gera- 
den OX in dieser Ebene bildet. 

Da nun 

ОС = о sin y 
ist, so vermitteln die Formeln 

ж = 0 sin y cosg, у = 0 siny sin ф, z = фо С05 y 
den Uebergang zwischen reetangulären und derartigen Polarcoor- 
dinaten. 

12. Das Quadrat der Fläche einer beliebigen ebe- 
nen Figur ist gleich der Summe der Quadrate der Pro- 
jeetionen dieser Fläche auf drei reetanguläre Ebenen. 

Wir nehmen an, die fragliche Fläche sei durch 4 ausgedrückt, 
und с, В, y bezeichneten die Winkel, welche die Normale seiner 
Ebene mit den drei Achsen bildet; dann sind nach Artikel 4 die 
Projectionen der Fläche auf die Ebenen yz, zw, xy respective 

== А сове, A соѕ В, A созу, 
und die Summe ihrer Quadrate ist 
in Folge der Relation 

соз? а + cos? В + cos? у = 1. 

(13. Man soll den cosinus des von zwei geraden Li- 
nien OP, OP’ gebildeten Winkels 6 mittelst der Rich- 
tungscosinus dieser Linien ausdrücken. 

Wir bewiesen im Artikel 10, dass 


Рр? = (= — =) + (у—у)% + (2—2) 


chen den Formeln des Textes die nach dem Princip des Artikel? leicht zu 
beweisenden folgenden 
zsind=esin«a, ysin B = озіп В, zsinC—=gsiny. 
Wir ргојісіегеп auf eine zur Ebene yz normale Linie, so verschwin- 
den die Projectionen von у und z auf dieselbe, und die Projection von 2 
ist derjenigen des Radius vector gleich; die Winkel, welche x und о mit 
dieser Normalen bilden, sind aber die Complemente von A und «. 
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ist und verbinden damit die bekannte Relation 
PP? = oi + g? — 900 соѕ б; 
da nun 
1 == Фф уо Per Fir 
ist, so ist auch 
00° cosi = xa + уу + 22 ` 
oder 

cos 0 == соѕ а cos« + соѕ В соз p + cosy созу. 

Zusatz. Die Bedingung, unter welcher zwei gerade 
Linien rechtwinklig zu einander sind, ist 

cos а cos@ + соѕ В соѕ В" + cosy cosy == 0. 

Zuweilen ist die Formel 

sin? 9 — (cos В созу — cos у cos f’)? 
+ (cos у cos — соз « cos у)? + (cos с cos В — cos В cos е)? 
von Nutzen. Sie kann sehr einfach mittelst eines elementaren 
Theorems von der Summe der Quadrate dreier Determinanten be- 
wiesen werden, welches in den „Vorlesungen über die Algebra der 
linearen Transformationen “ Artikel 14 bewiesen, aber auch durch 
directe Entwicklung leicht bewährt wird. Nach demselben ist 
(be — eb’)? + (са — ас)? + (а — һа)? 

== (a? +5? + с?) (а + 4? + с?) — lad + bh’ + ссу. 

Wenn aber a, b, с; a,b‘, с die Richtungscosinus zweier Ge- 
raden bezeichnen, so geht unser Ausdruck für sin? 8 aus dieser 
Relation hervor, weil die rechte Seite derselben dann mit (1 — cos? 9) 
identisch wird. 

Beispiel. Man soll den senkrechten Abstand einesPunk- 
tes 2, у, z von einer durch den Anfangspunkt unter den 
Richtungswinkeln «, ß, y gehenden Geraden bestimmen. 

Ist P der gegebene Punkt, 00 die gegebene Gerade, РО die Senk- 
rechte, so ist offenbar 

PO = ОР. sin РОО 


und die Anwendung des so eben für sin РОО gefundenen Werthes und 
die Bemerkung, dass 
x == ОР соз «, еіс. 
giebt 
PO? = (у cos у — 2 cos В)? + (2 cos а — x cos у)? 
+ (= cos В — у cos @)?. 
14. Man soll die Richtungscosinus einer Geraden 
finden, die zu zwei gegebenen geraden Linien und sn: 
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mit zu ihrer Ebene (oder zu einer zu beiden parallelen 
Ebene) normal ist. 

Sind о, В, у; e, В", y” die Richtungswinkel der gegebenen 
Linien und с, 8, у die der gesuchten Geraden, so haben wir с, В, y 
aus den drei Gleichungen 

cos с соѕ с“ + соѕ В сох В + cosy созу = 0, 
соз а соз «” + cos В cos В” + созу созу = 0, 
соѕ с + соз? + соз? у = 1 
zu bestimmen. Die beiden ersten liefern durch suecessive Elimi- 
nation von cos с, cos В, соз у für A als eine unbestimmte Grösse 
die Relationen 


IN 


à cos œ == cos В' cos y” — cos В” созу, 
д cos В = соз у cos а” — cos y” сове, 
à соз у == rose cos В” — соз «” cos В', 
und die Substitution derselben in die dritte Gleichung giebt nach 
Artikel 13 

тг, 
zur Vollendung der Bestimmung. 

Dasselbe Ergebniss konnte auch wie folgt erhalten werden: 
Sind P und 0 oder 2, у, z und ж, y”, z” Punkte, von denen 
je einer in den gegebenen Geraden liegt, so ist das Doppelte der 
Fläche der Projection des Dreiecks РОО auf die Ebene xy 


== у” — ау = 00” (cos а cos В" — cos a” cos В); 
da aber das Doppelte der Fläche des Dreiecks 
== 00” sin 6 
und somit die Projection der Fläche auf die Ebene der xy 


= 00” sinô созу, 
ist wie vorher 


sin # cos у == cos « cos В” — cos «” соз; 
und in analoger Weise 

sin 9 cos а == cos / cos у” — cos В” сөзу, 

sin # cos В == cos у cos а” — созу cos о. 


Von der Transformation der Coordinaten. 


15. Man soll zu neuen Achsen transformieren, wel- 
che den alten parallel sind und deren Anfangspunkt 


http://rcin.org.pl 


RES 


in Bezug auf die alten Achsen durch die Coordinaten 
а, у, т bestimmt ist. 

Man erhält wie in der Planimetrie die Transformationsgleich- 
ungen А 
t= ka, y= Е рўза 0 рач 

Denn eine durch den Punkt Р parallel zu einer der Achsen, 
z. В. zu der der z, gezogene Gerade schneidet die Ebene xy des 
alten Systems in einem Punkte С, die Ebene ХУ des neuen Sy- 
stems aber in einem Punkte €’ und es ist 

РС = DO + СС. 

Aber PC ist das alte, PC’ das neue = und da parallele 
Ebenen in parallelen geraden Linien gleiche Abschnitte bestimmen, 
so ist СС gleich der Geraden, die man durch den neuen Anfangs- 
punkt der Achse der z parallel bis zur alten Ebene æy zieht. 

Von einem System reetangulärer Achsen zu einem 
andern Achsensystem überzugehen, welches denselben 
Anfangspunkt hat. 

Wir nehmen an, dass die Winkel der neuen Achsen der 
x, y, z mit den alten Achsen durch с, В, у; œ, В, у; а", В”, у” 
respective bezeichnet sind; dann ist die Summe der Projecetionen 
der neuen Coordinaten auf eine der alten Achsen nach Artikel 7 
gleich der Projection des Radius vector, welcher die entsprechende 
alte Coordinate ist. Wir erhalten somit die drei Gleichungen 

а = X cose + Y cose + Z cosa’, | 

у = X ef + Р со В +Z соѕ В", 4... (4). 
= Х созу + F созу + Z созу. | 
Nach Artikel 11 ist überdiess 

use + cos? В + соз?у = 1, 

соѕ? а + cos? p + cos’y = 1, | „эл А 


м 


cos? a” + cos?ß” + cosy” == 1. 


Und wenn die neuen Achsen gleichfalls reetangulär sind, so 
ist nach Artikel 13 


соз с cos + соѕ В соѕ В' + созу созу == 9) 
сов а соз а” + cosp cosp” + созу созу = 0, $... (C). 
cosa” cose + со5 8" со В + созу созу == 0). | 


Mit Hilfe dieser Relationen bestätigen wir leicht, dass beim 
Uebergange von einem System rectangulärer Achsen 
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zu einem andern System rectangulärer Achsen die 
Gleichheit 
а + у? + #==х%® 7? +22 

besteht, welche geometrisch evident ist, weil jede ihrer Seiten 
die Entfernung eines Punktes vom gemeinschaftlichen Anfangspunkt 
beider Systeme ausdrückt. 

Wenn die neuen Achsen gleichfalls reetangulär sind, so gel- 
ten, weil о, с, e die Winkel bezeichnen, welche die alte Achse 
der x mit den neuen Achsen bildet, die Relationen 


соз? e + соѕ2 а + cosa” = 1, 

cos? В + cos? + cos? b” == 1, 5... (D), 

соз? у + cos? у + со52 у” = 1, | 
cose cosß + cosß cosy + cosy cosa = 0) 
cos а cosß + cosp созу + созу cose = 0,5... (E), 
cos @ cos B” + cos В” cosy” + созу cos а” = 0 | 


und die neuen Coordinaten ergeben sich in Function der alten 
wie folgt: 
X=xcosa + y cosp + z cosy, 
Y = x cosa + y cosh + z cosy, 
Z = x cose” + y cosb” + z cos el 

Es ist nicht schwer, die Gleichungen (D), (Е), (F) analytisch 
aus den Gleichungen (4), (B), (С) abzuleiten; wir verzichten dar- 
auf, weil sie geometrisch evident sind. 

16. Wenn wir von reetangulären Achsen zu einem 
System schiefwinkliger Achsen übergehen und A, u, v 
die Winkel zwischen den neuen Achsen der y und z, 
der z und x, der 2 und у bezeichnen, so ist nach Ar- 
tikel 13 


. (Е). 


cos A = cos а соѕ а” + cosp’ соз В" + созу созу, 
соз ш == cos а” соз + соз В” соз + созу созу, 
соз v = cose сове + соз В соз + cosy созу. 
Es ist 


афу + ER E "RE 2° + 2 Ү7 соѕ А 
+ 2ZX соз и + 2 ХУ соѕ у. 
Wir erhalten so den vom Anfangspunkt nach einem beliebigen 
Punkte gehenden Radius rector mittelst der schiefwinkligen Coor- 
dinaten desselben ausgedrückt. 
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Man beweist leicht, dass das Quadrat der Entfernung zweier 
Punkte in schiefwinkligen Coordinaten durch 
a? + NN? (0—27) H 2000 y”) dl cosa 

+ 2 (2° — 2”) (ж — a”) cosu + (6 — x”) (у —y”) соз» 
ausgedrückt wird.*) 

17. Der Grad einer Gleichung zwischen den Coor- 
dinaten wird durch Transformation derselben nicht 
geändert. 

Diess wird wie in der analytischen Planimetrie aus der Be- 
merkung bewiesen, dass die für 2, у, 2 so eben gegebenen Aus- 
drücke die neuen Coordinaten nur im ersten Grade enthalten. 


*) Da wir von der Transformation von einem System schiefwinkliger 
Achsen zu einem andern System schiefwinkliger Achsen keinen Gebrauch 
machen werden, so mögen die betreffenden Formeln nur hier angegeben 
werden. 

Wenn A, B, С dieselbe Bedeutung haben wie in der Note des Arti- 
kel 11 und а, В, у; æ’, В, у; œ”, В”, y” die von den neuen Achsen mit den 
alten Coordinatenebenen gebildeten Winkel bezeichnen, so finden wir 
durch Projection auf gerade Linien, welche zu den alten Coordinatenebe- 
nen normal sind, wie in jener Anmerkung 

æ sin A = X sin « + F sin «œ + Zsin«”, 
y sin B = X sin + F sin В + Z sin В", 
z sin C = X siny + F siny + Zsin y”. 

Die Coordinatentransformation ist ein specieller Fall einer linearen 
Substitution; man kann daher die betreffs der Letzteren gegebenen Ent- 
wickelungen in den „Vorlesungen über die Algebra der linearen Trans- 
formationen‘‘ Artikel 12 und den Inhalt dieses Werkes überhaupt ver- 
gleichen. 
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II. Kapitel. 


Interpretation der Gleichungen. 


18. Es erhellt aus der Construction des Artikel 1, dass zwei 

gleichzeitige Gleichungen 

m, Des 
welche das z unbestimmt lassen, den Punkt C allein bestimmen 
und daher den Punkt Р irgendwo in der Linie СР angeben. Diese 
beiden Gleichungen sind daher als Repräsentation der so bezeich- 
neten geraden Linie zu betrachten, als welche der Ort aller Punkte 
ist, deren x = a und deren y = b ist. 

Zwei Gleichungen dieser Form repräsentieren sonach eine zur 
Achse der z parallele Gerade; insbesondere repräsentieren die 
Gleichungen 

ж==0, у = 0 
die Achse der = selbst. Ebenso für die anderen Achsen. 
Wenn die einzige Gleichung 


= а 


gegeben wäre, so würden wir nur den Punkt D erfahren und dar- 
aus zu schliessen haben, dass der Punkt Р irgendwo in der Ebene 
PBDC liege; seine Lage innerhalb dieser Ebene bleibt aber unbe- 
stimmt. Diese Ebene als der Ort aller der Punkte, welche 2 = a 
haben, ist durch die Gleichung analytisch dargestellt; und jede 
Gleichung von dieser Form repräsentiert eine der yz Ebene pa- 
rallele Ebene, und insbesondere bezeichnet die Gleichung 
z=0 
die yz Ebene selbst. Ebenso für die anderen Coordinatenebenen. 
19. Im Allgemeinen repräsentiert eine einzige 
Gleichung zwischen den Coordinaten eine Fläche, zwei 
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gleichzeitige Gleichungen zwischen den Coordinaten 
repräsentieren eine Linie, die entweder gerade oder 
krumm ist, und drei Gleichungen bezeichnen einen 
Punkt oder mehrere Punkte. 

І. Wenn eine einzige Gleichung gegeben ist, so können wir 
für а und y willkürliche Меге annehmen und die Auflösung der 
durch Substitution derselben erhaltenen Bestimmungsgleichung für 
z giebt dann die entsprechenden Wertlie von z; d. h. für jeden 
beliebig angenommenen Punkt С in der Ebene der ау erhalten 
wir in der Linie PC eine bestimmte Anzahl von Punkten, deren 
Coordinaten der gegebenen Gleichung genügen. Die Vereinigung 
der so gefundenen Punkte bildet eine Fläche, welche die geome- 
trische Darstellung der gegebenen Gleichung ist. 

II. Wenn zwei Gleichungen gegeben sind, so können wir die- 
selben durch successive Elimination von y und z zwischen ihnen 
in die Form 

= zwi, gie (2) 
bringen und wenn wir nun für x einen willkürlichen Werth an- 
nehmen, so bestimmen diese Gleichungen die entsprechenden Меге 
von y und 2; in anderen Worten, wir können nun nicht mehr den 
Punkt © in der Ebene xy willkürlich wählen, sondern er ist auf 
einen gewissen durch die Gleichung 
у = Ф (а) 

bestimmten Ort beschränkt. Jedem Punkte С, welcher diesem 
Orte angehört, entsprechen in der Linie PC eine Anzahl von Punk- 
len P und die Vereinigung derselben ist durch jene beiden Gleich- 
ungen repräsenliert. 

Und da die Punkte С, welche die Projeetionen der Letzteren 
sind, in einer gewissen geraden oder krummen Linie liegen, so 
ist klar, dass die Punkte P auch in einer bestimmten Curve ent- 
halten sind, wobei sie jedoch durchaus nicht nothwendig in einer 
Ebene liegen. 

Anderseits hat die Betrachtung unter I. gelehrt, dass der Ort 
der Punkte, deren Coordinaten jeder der beiden Gleichungen ein- 
zeln genügen, eine Fläche ist; in Folge dessen ist der Ort der- 
jenigen Punkte, deren Coordinaten beide Gleichungen befriedigen, 
die Vereinigung aller der Punkte, welche den beiden durch die 
getrennt betrachteten Gleichungen repräsentierten Flächen gemein 
sind, d. h. derselbe ist die Durchsehnittslinie dieser Flächen. 
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Ш. Wenn drei Gleichungen gegeben sind, so genügen die- 
selben offenbar zur Bestimmung der drei unbekannten Grössen 
x, у, z und durch sie werden daher einzelne Punkte dargestellt. 
Da jede einzelne der drei Gleichungen eine Fläche repräsentiert, 
so sind es diejenigen reellen oder imaginären Punkte, welche den 
drei Flächen gemein sind. 

20. Die Flächen werden gleich den ebenen Сигуеп 
nach dem Grade der Gleichungen elassificiert, durch 
welche sie dargestellt sind. 

Da für jeden Punkt in der Ebene гу 


¿z = 0 


ist, so liefert die Substitution z = 0 in eine beliebige Gleichung 
die Relation, welche zwischen den 2 und y Coordinaten derjenigen 
Punkte besteht, in denen die Ebene vy die durch die Gleichung 
dargestellte Fläche schneidet, d.h. die Gleichung der ebenen Durch- 
schnittscurve. Es ist offenbar, dass die Gleichung dieser Curve 
im Allgemeinen von demselben Grade ist, wie die der Fläche; 
denn zuerst der Grad der Gleichung des Schnittes kann nicht 
grösser sein als der Grad der Gleichung der Fläche, und sodann, 
es ist nur scheinbar, dass er kleiner sein könnte. So ist z. B. 
die Gleichung 
га? + ау? + ka sz e 

vom dritten Grade, und wir erhalten doch für = == 0 eine Gleich- 
ung zweiten Grades als die der Selmilteurve mit der у Ebene; 
da aber die Originalgleichung homogen sein muss, um eine geo- 
metrische Bedeutung zu haben, so ist nothwendig jedes ihrer Glie- 
der von der dritten Dimension in einer Linear-Einheit, und die 
nach der Substitution z == 0 übrig bleibenden Glieder sind daher 
auch als vom dritten Grade zu betrachten und bilden eine mit 
einer Constanten multiplieierte Gleichung zweiten Grades; d. h. 
das Resultat der Substitution bezeichnet einen Kegelschnitt und 
eine unendlich entfernte gerade Linie. 

Wenn wir also die unendlich entfernten Geraden in die Be- 
trachtung aufnehmen, so können wir sagen, dass die Durchschnitts- 
linie einer Fläche vom л!" Grade mit der Ebene гу immer vom 
n'en Grade ist; und da nach den Ergebnissen unserer Untersuchung 
über die Transformation jede beliebige Ebene zur Ebene ду ge- 
macht werden kann, und durch eine Transformation der Coordi- 
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naten der Grad einer Gleichung zwischen denselben nicht geän- 
dert wird, so erkennen wir, dass jeder ebene Schnitt einer Fläche 
vom л!" Grade selbst vom n'" Grade ist. 

In gleicher Art wird bewiesen, dass jede gerade Linie eine 
Fläche vom n" Grade in л Punkten durchschneidet. Denn sie 
kann zur Achse der z im Goordinatensystem gemacht werden und 
die Punkte, in welchen diese die Fläche durchschneidet, werden 
durch die gleichzeitige Substitution 

ess, y=0 
in die Gleichung der Fläche gefunden; wir erhalten durch die- 
selbe im Allgemeinen eine Gleichung vom л! Grade zur Bestim- 
mung von z. Wenn der Grad der entstehenden Gleichung kleiner 
als л wäre, so zeigt diess an, dass einige der n Punkte, in wel- 
chen die Achse der = die Fläche schneidet, mit ihrem unendlich 
entfernten Punkte zusammenfallen. 

21. Сигуеп im Raum werden nach der Zahl von 
Punkten classificiert, welche sie mit einer Ebene ge- 
mein haben. 

Zwei Gleichungen von den Graden m und л respective re- 
präsentieren eine Curve vom Grade mn. 

Denn die durch jene Gleichungen dargestellten Flächen wer- 
den von einer beliebigen Ebene in Curven geschnitten, welche vom 
mt und л!" Grade respective sind, und diese Curven bestimmen 
mit einander mn Durchschnittspunkte. Drei Gleichungen, welche 
respective von den Graden m, п und р sind, bezeichnen mnp 
Punkte. 

Diess ergiebt sich aus der Theorie der Elimination; denn 
wenn wir zwischen den bezeichneten Gleichungen die Grössen 
y und z eliminieren, so erhalten wir zur Bestimmung von x eine 
Gleichung vom Grade mnp und also mnp Werthe von æ. (Vgl. 
„Vorlesungen über die Algebra der linearen Transformationen“ 
Artikel 36.) Damit ist zugleich bewiesen, dass drei Flächen vom 
т^", п" und р‘ Grade sich in mnp Punkten durchschneiden. 

22. Wenn eine Gleichung nur zwei der Veränderlichen ent- 
hält, wie z. B. 

a) 
so kann sie zunächst als Gleichung einer Curve in der Ebene æy 
betrachtet werden, ohne dass man sie jedoch als eine Ausnahme 
von der Regel ansehen dürfte, nach welcher zwei Gleichungen 


Salmon, Anal. Geom, d. Raumes, 9 
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zur Darstellung einer Curve erforderlich sind; denn dabei ist die 
Voraussetzung z == 0 stillschweigend gemacht worden, und es 
erscheint also eine Curve in der {vy Ebene durch die beiden 
Gleichungen 
g (x, у) = 0, 2 = 0 
dargestellt. Denken wir uns die letztere Gleichung unterdrückt, 
so genügen die Coordinaten jedes Punktes der übrig bleibenden 
Gleichung 
Ф (x, у) = 0, 

dessen x und y ihr genügen, welches auch das z desselben sei, 
d. h. diese Gleichung repräsentiert alle Punkte einer Fläche, welche 
durch Bewegung einer zu der Achse der z parallelen geraden Linie 
längs jener Gurve in der Ebene xy erzeugt wird. Sie heisst eine 
cylindrische Fläche, wie jede Fläche, welche durch Bewegung 
einer geraden Linie parallel mit sich selbst hervorgebracht wird. 

Wenn eine Gleichung nur eine der Veränderlichen 7. В. 2 
enthält, so wissen wir aus der Theorie der Gleichungen, dass sie 
in л Factoren von der Form 


с — а = 0 
zerfällt, und sie repräsentiert daher nach Artikel 20 n Ebenen, 
welche sämmtlich zu einer der Coordinatenebenen parallel sind.*) 


*) Den allgemeinen Abschluss dieser Betrachtungen über Gleichun- 
gen zwischen weniger als drei Coordinaten und namentlich die Entwick- 
lung der Bedingungen, unter welchen eine allgemeine Gleichung auf eine 
solche specielle Form reduciert werden kann, giebt die Algebra der linea- 
ren Transformationen. (Vergl. „Vorlesungen“ Artikel 57 f., was die Re- 
sultate betrifft Artikel 60.) 
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III. Kapitel. 
Die Ebene und die gerade Linie. 


23. Wir beginnen die Discussion der Gleichungen mit der- 
jenigen der Gleichung vom ersten Grade und beweisen zu- 
erst, dass jede Gleichung vom ersten Grade eine Ebene 
repräsentiert und dass umgekehrt jede Ebene durch 
eine Gleichung vom ersten Grade dargestellt wird. 

Wir begründen zunächst den letzteren Satz auf mehreren 
Wegen. 

Zuerst ward im Artikel 20 erkannt, dass die Ebene гу durch 
eine Gleichung vom ersten Grade 

z = 0 
dargestellt wird und die Transformation zu beliebigen andern 
Achsen kann den Grad dieser Gleichung nach Artikel 17 nicht 
ändern. 

Wir kommen zu dem nämlichen Resultat, indem wir die 
Gleichung der durch drei gegebene Punkte bestimm- 
ten Ebene entwickeln; sie entsteht z. B. durch Elimination der 
Grössen 1, m, n zwischen den Gleichungen 

(tz — a) + m(x — x”) + n(x — zx”) = 0, 
Ly =y) + my 0) + п (у — у”) = 0, 
100—2) + m(z — z) + п (2 — 2") = 0, 
welche im Artikel 9 gegeben sind und diese liefert eine Gleich- 
ung vom ersten Grade. Man kann sie in Form der Determinante 
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darstellen und durch Zerlegung (vgl. „Vorlesungen“ Artikel 9 f. 
sie auf die Form 
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reducieren, der wir weiterhin wieder begegnen werden. 

Oder wir fassen die Ebene als den Ort eines Punktes, 
dessen Entfernungen von zwei gegebenen festen Punk- 
ten gleich gross sind; nehmen wir den Anfangspunkt als den 
einen und den Punkt 2, a, аз den andern, so ist die Gleichung 
der Ebene 
x? + у? + z? 

аваа 

Endlich leitet uns die folgende damit nahe zusammenhängende 
Methode zu einer Form der Gleichung der Ebene, welche in den 
Anwendungen vorzüglich nützlich ist. 

Man soll die Gleichung einer Ebene finden, für 
welche die Länge der Normale vom Anfangspunkt der 
Coordinaten = р und die Winkel derselben mit den 
Achsen «, ß, у gegeben sind. 

Die Länge der Projection des Radius vector eines beliebigen 
Punktes der Fläche auf jene Normale ist nach der Voraussetzung 
einerseits == р und nach Artikel 7 gleich der Summe der Pro- 
jectionen der Coordinaten jenes Punktes auf dieselbe Linie; man 
erhält also als analytischen Ausdruck der Ebene die Gleichung 


æ cose + ycosß + z созу = DÉI 
Umgekehrt kann jede Gleichung vom ersten Grade 
Ах + Ву + Сс + Рр = 0 
auf die oben erhaltene Form reduciert werden, indem man sie 
durch einen Factor А dividiert. Wir erhalten dann 


їх + yy + 22 = 


*) Obwohl wir im Folgenden nur reetanguläre Achsen voraussetzen, 
so ist doch diese Gleichung offenbar ebenso für schiefwinklige Coordina- 
tensysteme gültig. 
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ка, 
5 


nr, = 


А =`Е соѕ о, В == В соѕ В, C=R соѕ у 
und daraus nach Artikel 11 zur Bestimmung von R 
ЖО? 0). 
Jede Gleichung 
Ах + Ву + 0z 4 р = 0 
"Kann daher mit der Gleichung einer Ebene identificiert werden, 
deren normaler Abstand vom Anfangspunkt 


ы 
Ии + В+ С?) 
ist und für welche die Richtungscosinus dieser Normalen durch 
А В (H 


Иа + в + OH ү( + в + С) у + В 4 С?) 
ausgedrückt werden. 

Wir geben dabei der Quadratwurzel dasjenige Vorzeichen, 
welches die Normale positiv macht und die Zeichen der cosinus 
bestimmen dann, ob die Winkel, welche die Normale mit den 
positiven Achsen bildet, spitz oder stumpf sind. 

24. Man soll den von den Ebenen 
Ах + Ву + C + nz, Ах + Ву + С: + р = 0 
gebildeten Winkel bestimmen. 

Dieser Winkel ist ebenso gross als derjenige, welchen die 
vom Anfangspunkt auf beide Ebenen gefällten Normalen mit ein- 
ander einschliessen. Da nun nach dem letzten Artikel die Winkel 


bekannt sind, welche diese Normalen mit den Achsen einschlies- 
sen, so erhalten wir nach Artikel 13 und 14 die Formeln 


AA + ВВ + СС' 

И + В? + 02) (4° + в? +09, 
(АВ — AB)? + (BC — EC + (СА, СА)? 

EEE + С) (42 + В + С?) ` 

Aus ihnen folgt, dass die Ebenen rechtwinklig zu ein- 
ander sind, wenn 

АА + ВВ + СС' = 0 

ist, und dass sie einander parallel sind, wenn die Be- 
dingungen 


сов 6 = 


sin? 9 = 
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АВ = АВ, BC sf Gd set 
erfüllt sind, d. h. wenn die Coefficienten 4, В, C zu denen 
А, В, C proportional sind; es ist aus dem letzten Artikel schon 
offenbar, dass die Richtung der Normalen beider Ebenen in die- 
sem Falle dieselbe wäre. 


Beispiel. Welches sind die Winkel einer Ebene mit den Coordinaten- 
ebenen? 


25. Man soll die Gleichung einer Ebene mittelst 
der Abschnitte a, b, с ausdrücken, welche sie in den 
Achsen bestimmt. 

Wir finden den von der Ebene 


Ax + Ву + CG + р = 0 


in der Achse der æ gebildeten Abschnitt durch die gleichzeitige 
Substitution 


in die Gleichung, d. h. wir haben 
eg Hess 
und ebenso gelten die Gleichungen 
B+D=0, Ge + р ss 


Die Substitution der daraus gewonnenen Werthe in die allge- 
meine Gleichung liefert für dieselbe die der Aufgabe entsprechende 
Form 

а у 2 
б/у @ Së, 

Wenn in der allgemeinen Gleichung ein Glied fehlt, 7. В. 
wenn 4= 0 ist, so liegt der Punkt, in welchem die Ebene die 
Achse der x schneidet, unendlich entfernt oder die Ebene ist der 
Achse der æ parallel. Wenn gleichzeitig А = 0, B == 0 sind, 
so schneiden zwei der Achsen die Ebene in unendlicher Entfer- 
nung und dieselbe ist somit ihrer Projectionsebene parallel. (Vgl. 
Artikel 20.) Für 4 = 0, B = 0, C = 0 werden alle drei 
Achsen in unendlicher Entfernung geschnitten, und wir erkennen 
daraus, dass eine Gleichung von der Form 


D = 0 
eine unendlich entfernte Ebene repräsentiert. 
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26. Man soll die Gleichung der durch drei Punkte 


е m 


x, у, 2; a”, у”, 2"; Déi vr, z 
bestimmten Ebene finden. 
Ist 
Ах + Ву + CG + р = 0 
ihre Gleichung, so müssen 4, B, С, D den Bedingungsgleich- 
ungen 


Ах HB + {+20 = 0, 
Ar + Ву + бє + Dass, 
Ae + Ву + Сс + "р = 0 


genügen, weil jene durch die Coordinaten jedes der drei Punkte 
befriedigt sein muss. 
Die Elimination von A, B, С, D zwischen diesen Gleichungen 
liefert die Bedingung in der Form 
| ,у,2; 1| 
ER кА 
ГА Е. Di ш! 
` We E wë H 
WË SE 


oder durch Entwicklung nach den einfachen Gesetzen der Deler- 
minanten 


ty) Hk") + у” (Е — 27) 
+ у {= (а'—х") + 2" (8 —) + 2” fe —.”)} 
E [x (1—0) + (у у) + "(у —) )} 


== (8107—8727) F а" (у yz ta" (yz —y 2): 
(vergl. Artikel 23) aus ihr erhellen zugleich die Werthe von 
4, BG Di 

Wenn wir 2, y, z als die Coordinaten irgend eines vierten , 
Punktes betrachten, so geben dieselben Gleichungen die Be- 
dingung, unter welcher vier Punkte in einer Ebene 
liegen. 

Beispiel 1. Die Gleichungen der Ebenen DOP und ЕОР in 
Figur 1 sind 


z 
er a: 
Der vonihnen eingeschlossene Winkel ist bestimmt durch 
ab 


соз 9 = 
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Beispiel 2. Die durch die Punkte &,y,z; а, 0, 0; 0, b, 0 
bestimmte Ebene hat die Gleichung 


D 


© D z [ж D 
ee 

27. Die Coefficienten von æ, у, z in der vorher- 
gehenden Gleichung sind offenbar die doppelten Flä- 
chenzahlen der Projectionen des von den drei Punk- 
ten gebildeten Dreiecks auf die Coordinatenebenen. 

Die Multiplication der Gleichung 

а сове + y соз В + z cosy = p 

mit 24, wenn А den Inhalt des Dreiecks der drei Punkte bezeich- 
net, macht dieselbe daher mit derjenigen des letzten Artikels iden- 
tisch, weil 4 соз «, А соз ß, А cosy die Projectionen dieses 
Dreiecks auf die Coordinatenebenen sind. Somit muss auch das 
absolute Glied in beiden Fällen denselben Werth haben, d. h. 
die Grösse 

уу E A AE E A 
repräsentiert das Product der doppelten Flächenzahl 
des Dreiecks der drei Punkte in die Normale der Ebene 
vom Anfangspunkt, d. h. das sechsfache Volumen der drei- 
seitigen Pyramide, welche das Dreieck zur Basis und den Anfangs- 
punkt zum Scheitel hat.*) 


ze € 


z) 


*) Wenn wir in dem vorhergehenden Werthe für A, y, 2, ete. 
o cos а, о' cos В, о созу, ete. substituieren, so finden wir, dass das 
sechsfache des Volumens der Pyramide das Product уоп 0’, 0“, o" in die 
Determinante 
соз , сов , сову 
| cos æ”, cos B”, cosy” 
cos œ”, cos B”, cosy” 
ist. Denken wir nun die drei Radien vectoren durch eine aus dem An- 
fangspunkt beschriebene Kugel vom Radius Eins geschnitten, so dass sie 
auf ihr das sphärische Dreieck NR R” R” bestimmen, so ist das sechsfache 


Volumen der Pyramide für 
а= КК 


und р als die von R” auf Letztere gefällte Normale 

= g'0"e” sina sinp, 
weil eo sin а der doppelte Inhalt einer Seitenfläche der Pyramide und 
o sin р die Normale von der Gegenecke auf dieselbe ist. Die obige De- 
terminante ist daher das Doppelte der Funetion 
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Wenn wir 4 selbst mittelst der Coordinaten der drei Punkte 
nach Artikel 12 ausdrücken, so wird gefunden, dass 4.4? der 
Summe der Quadrate der Coefficienten von æ, у, = in der Gleich- 
ung des letzten Artikels gleich ist. 

28. Man soll die Länge der von einem gegebenen 
Punkte 2, у, z auf eine Ebene gefällten Normalen be- 
stimmen. 

Wenn wir durch =’, y’, z^ eine der gegebenen parallelen 
Ebene legen und die gemeinschaftliche Normale vom Anfangspunkt 
auf beide Ebenen fällen, so ist der zwischen beiden Ebenen ent- 
haltene Abschnitt dieser Linie die fragliche Normale, weil pa- 
rallele Ebenen in parallelen Linien gleiche Abschnitte bestimmen. 
Nach der Definition des Artikel 5 ist aber die Länge der Nor- 
malen auf die durch <’, a, z gehende Ebene die Projection des 
Radius vector von A, y, z auf diese Normale, und daher nach 
Artikel 23 

== а соза + у cosß + z cosy; 
die fragliche Länge ist somit 


а сове + y cos + z cosy — р. 


v4 (sin s sin (s — a) sin (s — b) sin (s — E 
der Seiten jenes sphärischen Dreiecks. 

Man erkennt das Nämliche, wenn man das Quadrat der obigen Deter- 
minante nach der gewöhnlichen Regel bildet; die abkürzende Substitution 
сов а” cos œ” + cos B” cos B” + cos y” cos y” = cos a, ete. 

giebt als solches 
1 , cosc, cosb 
cosce, 1 ,cosa|, 
соз б, сова, 1 
u 
1 + 2 cos a cos b cos с — cos?a — cos?b — соѕ?с, 
welches mit dem fraglichen Werthe übereinstimmt. 
Die Bemerkung erscheint nützlich, dass für drei zu einander recht- 
winklige gerade Linien die Determinante 


cos æ , соз , cosy 
cos«”, cos В”, cosy” | 
соз а”, соз В”, cosy” 
die Einheit zum Werthe hat; denn ihr Onadrat ist nach dem Obigen 
1,0,0 
0,1,0 
0 02 


U 3 
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Diess setzt voraus, dass die Normale auf die durch а“, у, z 
gehende Ebene grösser ist als р, oder dass а”, у, z und der 
Anfangspunkt auf entgegengeselzten Seiten der Ebene liegen; sind 
sie auf derselben Seite der Ebene gelegen, so ist die Länge der 
Normalen 

= р — (a соза + у cosh + 2 cosy). 
Für die in der Form 
Ах + Ву + С: 4 р = 0 
gegebene Gleichung der Ebene wird wie im Artikel 23 die Re- 
duction auf die Normalform dieses Artikels vollzogen und die Länge 
der gesuchten Normalen ist 


Ax + Ву {+ CG + р 
ИС + В +6 
Es ist offenbar, dass alle diejenigen Punkte, für welche 
А + Ву + C? + D ud D 
dieselben Vorzeichen haben, mit dem Anfangspunkte auf einerlei 
Seite der Ebene liegen, und dass alle diejenigen Punkte, für 
welche diese Grössen verschiedene Vorzeichen besitzen, auf der 
dem Anfangspunkt entgegengesetzten Seite der Ebene gelegen sind. 

29. Man soll die Goordinaten des Durchschnitts- 
punktes von drei Ebenen bestimmen. 

Die Bestimmung dieser Coordinaten ist die Auflösung von drei 
Gleichungen ersten Grades mit drei Unbekannten, wie sie in den 
„ Vorlesungen“ Artikel 16 (S. 28) gegeben ist. Die Werthe der 
Coordinaten sind gleichzeitig unendlich gross, wenn die Determi- 
nante 4 oder (4B’C”) verschwindet, d. h. wenn 


ARE — В"С) + А (В"С — ВС") + А (ВС EO = 0 


ist. Unter dieser Bedingung sind also die drei Ebenen der- 
selben geraden Linie parallel, denn ihre Schnittlinien sind 
nothwendig unter einander parallel, weil sie sich in einem un- 
endlich entfernten Punkte schneiden. 

30. Unter welcher Bedingung schneiden sich vier 
Ebenen in einem Punkte? 

Man erhält diese Bedingung durch Elimination von x, y, z 
zwischen den Gleichungen der vier Ebenen; sie ist also die Deter- 
minante AP CT DT" oder 
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A, Bis OD 
d, А. 
af, Bo E 
#”,‚ BEER 


= 0.*) 


D 
1 


31. Man soll das Volumen des Tetraeders bestim- 
men, welches vier gegebene Punkte zu Ecken hat. 

Wenn wir den Inhalt des durch drei jener Punkte gebildeten 
Dreiecks mit der Länge der vom vierten auf seine Ebene gefäll- 
ten Normale multiplicieren, so erhalten wir das dreifache Volu- 
men des Tetraeders. Nun ist die Länge der bezeichneten Nor- 
malen nach der im Artikel 26 gegebenen Form der Gleichung 
der Ebene durch einen Bruch gegeben, der das Resultat der Sub- 
stitution der Coordinaten des vierten Punktes in jene Gleichung 
zum Zähler und die Quadratwurzel aus der Summe der Quadrate 
der Coefficienten von æ, y, z in derselben zum Nenner hat; und 
diese Quadratwurzel ist nach Artikel 27 der doppelte Inhalt des 
von jenen drei Punkten gebildeten Dreiecks. Das sechsfache Vo- 
lumen jenes fraglichen Tetraeders ist daher durch die Determinante 


ke sË Р ‚1 
wf d 

|% EY ST s 1| 
24 ЗУ 


sm тт r 
y z 


ausgedrückt. **) 


*) Ihre Form und die Bedingung des letzten Artikels zeigen, dass drei 
Ebenen, die derselben geraden Linie parallel sind, sich mit der unendlich 
entfernten Ebene in einem Punkte schneiden. 

Pi Das Volumen des von vierdurchihre Gleichungen be- 
stimmten Ebenen begrenzten Tetraeders kann gefunden werden, 
indem man die Coordinaten ihrer Ecken bildet und in die obige Formel 
substituiert, Das Resultat ist (vergl. „Vorlesungen“ Artikel 17), dass das 
sechsfache Volumen durch den Ausdruck 

(4B’c" Du А 

(АР С”) (АВ С) (АЛА B" 0) (А ВС) 
gegeben ist, in welchem die zwischen den Parenthesen stehenden Grössen 
Determinanten bedeuten. (a. a. О. Artikel 3.) Die Determinante des 
Zählers und somit der fragliche Inhalt verschwinden, wenn die vier Ebe- 
nen durch denselben Punkt gehen; und der Nenner verschwindet oder der 
Inhalt wird unendlich gross, sobald irgend drei jener Ebenen derselben 
geraden Linie parallel sind. Die Determinanten des Nenners sind die 
nach den Elementen D gebildeten Minoren der Determinante des Zählers. 
Man vergleiche hierzu F. Joachimsthal’s Abhandlung: ‚Sur quelques 
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32. Es ist, ganz ebenso wie in der analytischen Planimetrie, 
evident, dass für 
Бо 0 БЕ 10. et 
als Gleichungen von drei Flächen, und а, b, c als willkürliche 
Constanten durch 
aS + bS = 0 
eine Fläche repräsentiert wird, welche durch die Schnitt- 
linie der Flächen 
So. R sf 
hindurchgeht; und ebenso durch 
aS + bS + ceS” = 0 
eine Fläche, welche die gemeinschaftlichen Punkte der 
drei Flächen 
КЕЕ О, CNR 
enthält. Sind insbesondere 
І= 0, M=0, N 
die Gleichungen von drei Ebenen, so ist 
aL + bM = 0 
die Gleichung einer Ebene, welche durch die Schnittlinie der 
ersten beiden unter ihnen geht, und 
aL + bM + cN = 0 
die Gleichung einer Ebene, welche den gemeinschaftlichen Durch- 
schnittspunkt aller drei enthält. Wir bemerken als specielle Fälle, 
dass 


| 


aL + = 0 
eine Ebene bezeichnet, welche zur Ebene 
І = 0 


parallel ist, und dass ebenso 
aL + bM 4+ с = 0 
eine Ebene bezeichnet, welche zur Durchschnittslinie der Ebenen 
AEN ИЕ 
parallel geht. (Vergl. Artikel 29.) 


applications des Determinants à la Geometrie“ in „Crelle’s Journal‘ Bd. 
XL, р. 21—47, insbesondere р. 25 f, 
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Vier Ebenen 
Г = 0, М = 0, N = 0, Р=0 
gehen durch einen Punkt, wenn ihre Gleichungen durch eine 
identische Relation von der Form 
aL + bM + су + ар = 0 

verbunden sind, weil dann dieselben Coordinatenwerthe, welche 
den Gleichungen der ersten drei Ebenen genügen, auch die Glei- 
chung der vierten identisch erfüllen. Wenn umgekehrt vier durch 
einen Punkt gehende Ebenen gegeben sind, so ist eine solche 
identische Relation leicht zu entwickeln; denn wenn wir die erste 
jener Gleichungen durch (4° В” С”), die zweite durch (4” B” ©), 
die dritte durch (4” B С) und die vierte durch (4 B С) mul- 
tiplieiren und die Producte addieren, so verschwinden nach Arti- 
kel 4 der „Vorlesungen“ die Coefficienten von æ, y, z identisch 
und das übrig bleibende Glied ist die Determinante des Artikel 30, 
welche verschwindet, weil die vier Ebenen sich in einem Punkte 
durehschneiden. Die Gleichungen solcher vier Ebenen sind also 
durch die identische Relation 


L(A BC) RL B” С) +N (А" РОС)—Р(АР С) = 0 
verbunden. 
Beispiell. Мап soll die Gleichung der durch den Punkt 
x, у, und die Durchschnittslinie der Ebenen 
Ах + By + С2 + D=0, dMa+By+Cz+D—0 
gehenden Ebene ausdrücken. 
Sie ist 
(«= + Ву + С= + р) (Ax + Ву +С: + Р) 
= (Ax + Ву +0! +1) (Фа + Ву + С: + 1). 
Beispiel 2. Welches ist die Gleichung der Ebene ABC іп 
Figur 1? 
Die Gleichungen von BC sind 
2—41, У + SÉ EE 
а b Є 


also ist die Gleichung der geforderten Ebene 
CARL ЖҮ, 
— —_ 02; 
а d b т © 


denn sie geht nach dieser ihrer Form durch jede der drei Verbindungs- 
linien der gegebenen Punkte. 
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Beispiel 3. Die Gleichung der Ebene PEF in derselben 
Figur zu bestimmen. 


Die Linie ZF hat die Gleichungen 


& = 0; La ei 
b с 


und die Gleichung der durch sie mit dem Punkte а, b, с bestimmten Ebene 
ist daher nach dem ersten Beispiel 


H © 
per 
Beispiel 4. Die Ebenen 
L— М=0, L + M=0 
sind die Halbierungsebenen der beiden von den Ebenen 
, rm» L=0, Hü 


Zb 


T 
а 


mit einander gebildeten Winkel. 


Für drei Ebenen, welche eine dreiseitige Ecke bilden, 
ZEV ME 0 0 
sind durch ki 
L — M=0, M — N=0,N-I1=0 
die Halbirungsebenen der innern und durch 
L4 М=0, M4 N=0, N4 L=0 


die Halbierungsebenen der äussern Winkel dargestellt. Die Form dieser 


‚ Gleichungen lehrt, dass die drei Halbierungsebenen der innern Winkel 


und ebenso je zwei Halbierungsebenen äusserer Winkel und die Halbier- 
ungsebenen des dritten innern Winkels sich in einer und derselben Ge- 
raden durchschneiden. 


Beispiel 5. Sind 
L= 0% ësst ned, zZ 70) 


die Gleichungen der vier Seitenflächen eines Tetraeders, so zeigt die fol- 
gende Zusammenstellung der Gleichungen der Halbierungsebenen seiner 
Flächenwinkel die Richtigkeit dieser Sätze: Die sechs innern Halbierungs- 
ebenen der Flächenwinkel eines Tetraeders schneiden sich in einem Punkte; 
L-M=0,4—-N=0,N—-P=0, 
L—-N=0,M4M—-P=0, І — Р = 0. 

Die innern Halbierungsebenen der Flächenwinkel einer Ecke des 
Tetraeders und die äussern Halbierungsebenen der übrigen Flächenwinkel 
desselben gehen durch einen Punkt, 

L-M=0,M—-N=0,N-I=0, 
Lk ?P=0,M4M+P=0,N+?=0. 
Der erstere ist als von allen Seitenflächen des Tetraeders in gleicher 
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Entfernung der Mittelpunkt der innern Berührungskugel, die vier letzteren 
Punkte sind die Mittelpunkte der äussern Berührungskugeln des Tetrae- 
ders (vergl. „Analyt. Geom. d. Kegelschn.“ Artikel 56 f.). 


33. Wenn vier Ebenen, welche sich in derselben 
geraden Linie schneiden, durch eine fünfte Ebene ge- 
schnitten werden, die jene nicht enthält, so ist das 
anharmonische oder Doppelschnittverhältniss des ent- 
stehenden Strahlbüschels unveränderlich. 

Wir können durch eine Transformation der Coordinaten die 
Schnittebene zur Ebene der xy machen und erhalten dann durch 
die Substitution z == 0 in die Gleichungen der vier Ebenen die 
Gleichungen der vier Strahlen jenes Bùschels. Sie sind offenbar 
von der Form 

aL + M= 0, bL + М 0, cL + М=0, 45+ М= 0, 
und das Doppelschnittverhältniss derselben hängt, wie in der 
„Analyt. Geom. der Kegelschn.“ Artikel 56, allein von den Con- 
stanten o. b, с, dab und ändert daher seinen Werth nicht, wenn 
durch Transformation der Coordinaten 

bs, 4=0 
als Gleichungen anderer Durchschnittslinien erscheinen. Der Werth 
des fraglichen Verhältnisses ist wie a. a. 0. durch 
dh ab 
d—c ` a—c 


ausgedrückt. Seine Beziehung zu den sinus der Flächenwinkel 
des Büschels ist ganz dem dort Gegebenen analog und das har- 
monische Verhältniss geht ebenso daraus hervor. 

Aus 


folgt die Bedingungsgleichung der harmonischen Thei- 
lung 
2 (ad + be) — (а + d) (b + с) == 0. 
Sind dann 

bL + М= 0, el + M= 0; 

bL + M=0, el 4 М = 0 
zwei Paare von Ebenen desselben Büschels, und suchen wir die 
Coefficienten der Gleichungen 


aL + M=0, aL EN ss 0 
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eines Paars von Ebenen, welches mit beiden gegebenen Paaren 
gleichzeitig eine harmonische Theilung bestimmt, so gelten für 
a und d die beiden Bedingungsgleichungen 

2 (ad + bel — (a + d) b, + с) = 

9 (ad + b,c) — (а + d) (b, + с) = 0, 
und man erhält aus ihnen 
__2 (а — bel 
A ` ee EE 
Ee Туре Reen ee АЫ 

bie, (ba + с») KS Wi (b; He el. 


ай == B É 


b + с) — b + е) 
zur Bestimmung von a und d ergiebt sich also eine quadratische 
Gleichung 
d ву) – (+ с} а? — 2 (06, — усу) ж 

== {е (ba + с) — bac; (bi + с)). 

Man weiss, dass die beiden so bestimmten Ebenen, welche 
harmonisch conjugiert sind in Bezug auf zwei verschiedene Paare 
gegebener Ebenen, die Doppelebenen oder Brennebenen 
des durch jene vier bestimmten involutorischen Bü- 
schels sind; sie sind wie die Wurzeln einer quadratischen Glei- 
chung beide reell oder beide imaginär und sie können nur dann 
in eine Ebene zusammenfallen, wenn die beiden gegebenen Paare 
selbst eine Ebene gemeinschaftlich enthalten. 


Die Bedingung, unter welcher drei Ebenenpaare 
ein involutorisches System bilden, ist leicht nach dem 
Vorigen zu bilden, man erhält sie durch die lineare Elimination 
von ad und (а + 4) aus den Gleichungen 


2 (ad + bici) — (а + d) +e)=d, 
2 (ad + b,c) — (а + d) (bb + єз) == 0, 
2 (ad + bel — (а + d) (b + c = 0 


in Form einer Determinante und kann von derselben leicht zu 
manichfachen gleichbedeutenden Ausdrucksformen übergehen. 
Die Vergleichung mit den entsprechenden Entwickelungen 
der analytischen Planimetrie (‚Analyt. Geom. d. Kegelschn.“ Ar- 
tikel 422 f.) bestätigt, dass die Grundanschauungen der sogenann- 
ten „neueren Geometrie“ für die Ebene und den Raum gleich- 
mässig aus der Algebra der binären Formen hervorgehen und 
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lässt die weitere Verfolgung an diesem Orte als überflüssig er- 
scheinen *). 

Die Bemerkung, dass die Symbole Z, M, etc. die 
normalen Abstände eines der Punkte des Ortes vou 
den respectiven Ebenen 

І == (Met, lee 
ausdrücken, giebt zu naheliegenden Interpretationen 
dieser Gleichungen Anlass. 

34. Wenn irgend vier nicht durch einen Punkt 
gehende Ebenen durch ihre Gleichungen 

BB EEE 610. EC, 

gegeben sind, so kann auf dieselbe Art, wie in der 
analytischen Planimetrie (Vergl. „Analyt. Geom. d. Kegel- 
schnitte“ Art. 58), dargethan werden, dass die Gleichung 
jeder andern Ebene in die Form 

aL {+ bM + cN + ар = 0 
gebracht werden kann. Denn wenn diese vier festen Ebe- 
nen durch i 

Aix + “Biy + Gz + Dsg, (i = 1, 2, 8, 4) 

respective dargestellt sind und 
Ах + By + С= + р = 0 
die fünfte Ebene bezeichnet, welche in die Form 
aL + bM + су+аР=0 
gebracht werden soll, so geht die Bestimmung von a, b, e, d aus 
der Auflösung der vier Bedingungsgleichungen 
аА, + bA, + сА, + аА, = 
aB, + bB, + cB, + ав, 
аб, + bC, + ес, + ас, 
aD, + bD, + cD, + ар, 
hervor, welche stets möglich und bestimmt ist, so lange die vier 
festen Ebenen nicht durch einen Punkt gehen. 

Daher entspringt daraus ein System von Punktecoordi- 

naten im Raume, bei welchem die Gleichung einer Ebene 


TES 
DaDa 


*) Man vergleiche die vollständige Ableitung dieser Theorie aus der 
Algebra der binären Formen in des Herausgebers Schrift: „Die Elemente 
der neueren Geometrie und der Algebra der binären Formen.“ Leipzig 
В, G. Teubner, 1862. 


Salmon, Anal, Geom. d. Raumes, > 
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durch eine lineare homogene Gleichung zwischen vier Veränder- 
lichen dargestellt wird. Wir bezeichnen jene vier festen Ebenen, 
die Fundamentalebenen des Systems, 
L= 0; Masi, NER 
hier und zuweilen in der Folge, wo wir von diesem System Ge- 
brauch machen, durch die Symbole 
а= 0, В = 0, у= 0, д=0 
sodass die Gleichung einer beliebigen Ebene durch 
а« + bB + cy + dò = 0 
dargestellt ist. Die Erinnerung an die Normalform der Gleichung 
der Ebene in Cartesischen Coordinaten 
æ cosa + y cos В + z cos у = p 
zeigt, dass die Veränderlichen с, В, y, д, welche hier als Coor- 
dinaten eines Punktes im Raume auftreten, die Längen der Nor- 
malen bedeuten, welche von ihm auf die Fundamentalebenen gefällt 
werden können; ihre Verhältnisse bestimmen die Lage des Punktes, 
die vier Coordinaten desselben Punktes sind durch 
die Relation 
«А + ВВ + ус + 0р = У 
verbunden, wenn wir durch А, B, С, D die Flächen der den 
Gleichungen 
rl, у:==0,.д —=0 
respective entsprechenden Seitenebenen des Fundamentaltetraeders 
und durch У das Dreifache seines Volumens bezeichnen. Aus die- 
ser Relation folgt, dass die paradoxe Gleichung 
«А + ВВ + ус + ёр = У = 0 
die Ebene der unendlich entfernten Punkte repräsentiert; 
in genauer Uebereinstimmung mit dem entsprechenden Ergebniss 
für das Carlesische System (Artikel 25). Wir stellen dazu die 
Bemerkung, dass man die Gleichungen des Gartesischen 
Systems in homogene Formen überführen kann durch 
Vollzug der einfachen Substitution 
BAR Eug 
e ei o 
für x, у, z, nach welcher die Grösse œ als Vertreter der zu 
Grunde gelegten Maasseinheit in dieselben eintritt, 
Die Gleichung einer Fläche vom n!® Grade wird in 
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den tetraedrischen Punkt-Coordinaten e, В, y, д — und ebenso 


7 + : AG › а z 

in den Cartesischen Verhältnisseoordinaten ” , У „~ — durch 
[7] Hi [9] 

eine homogene Gleichung mi" Grades zwischen Чеп Veränder- 

lichen e, В, у, Ò — oder ж, у, z, о — repräsentiert, In der 


That stimmt die Zahl der in der vollständigen Gleichung nien Gra- 
des mit drei Veränderlichen enthaltenen Glieder mit der Zahl der 
Glieder der homogenen Gleichung pi Grades zwischen vier Ver- 
änderlichen genau überein. 

35. Man soll die Entfernung zweier Punkte P, Р, 
durch ihre tetraedrischen Coordinaten с, |, y’ бү; 
o, Ba, Ya, Ô, ausdrücken. 

Man erkennt leicht analytisch oder auch geometrisch aus der 
Betrachtung. der Figur der Aufgabe, dass das Quadrat des gesuch- 
ten Abstandes eine rationale ganze Function der Differenzen 


a 93, В, — Вз, у, Уз, I — 8, 
der Coordinaten ist. Die Identitäten 

«А+ БВ + уб + 60 = Р, 

aA + ВВ + у„С + 9,0 = P 
— unter Beibehaltung der vorher angenommenen Bezeichnungen 
— geben die Relation 


A (a — 9) + В (В, — В) + C (71, — у) + D (0, — d) = 0 
und man bildet aus ihr durch Multiplication mit ` 


(«1 — %), (В, — Bo), (уу — у»), (di — dal 
respective die Identitäten 


6) 7 bd (8, 6) — E e al bh л) 
— (аа) (8—8), 
@ — b? = — $ (Bi — б) (ri — ra) — F Oa — Ba) (0 -%) 
— $ @ — б) (e, — в), 
etc., 


welche beweisen, dass die Quadrate der Coordinatendifferenzen durch 

die Producte derselben ersetzt werden können. Daher ist die das 

Quadrat der fraglichen Entfernung repräsentierende Function durch 
Ek 


http://rcin.org.pl 


r? = L (к, — aa) (В, — В.) + M (a el (у, — 7) 
+ N (e; — a) (ò, — д) + P(B, Bal (у, —у„) 
+0 (В, — Ba) (4, — д, + В(у, — 7) (di — 0) 
darzustellen. Die Werthe der Constanten Z, M, ..., R derselben 
lassen sich aber leicht aus den speciellen Werthen bestimmen, 
welche die Function für das Zusammenfallen von P, und P, mit 
den Ecken des Fundamental-Tetraeders annimmt; denn dieselben 
liefern sechs Bedingungsgleichungen für diese Constanten. 
Wir denken durch (a), (b), (e), (d), GC (9. die den Flächen 
А, В, С, D gegenüberliegenden Ecken des Tetraeders bezeichnet, 
so dass (ab), (ас), (ad), (be), (bd), (са) die Längen seiner Kanten 
darstellen; wir nennen р, р, р”, p”, die jenen Ecken entspre- 
chenden Höhen des Tetraeders und erhalten als Coordinaten der 
vier Ecken respective 


also die Gleichungen 


(ab) = —.L.pp , (ас)? = — M. pp", (а0) = — N.pp”, 
(be)? D P. рр ‚ (ba)? с ee 0. рр", (са)? ы R. pp”, 
oder 
Ts (ab)? u (ER үс: (0° 
рр А рр” рр” 2 
ët en ДЕ оа een, Ve 
р 
und endlich 
1 n 777 
Go nu" { (ab)? рр" e — a) (В, — В.) 


‚ron РД 


+ (ae pip” (а, — аз) (P ~y) 4 (04)? Рр (6—60 Ar: 
+ (be)? pp” (B, — В) (у, — v2) + (ba)? pp” (В, — В.) (01—03) 
+ (ed)? ai Mr) (,— 8,)}. 
Man kann in diesem Ausdrucke noch die Höhen р, у, p”, р 
durch die äquivalenten Verhältnisse 
KW а 


HI 


ersetzen #). 


*) Für Punkte der Ebene 
o= 0 


erhält man den redueierten Ausdruck 
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Beispiel 1. Die Coordinaten des Centrums der eingeschriebenen 
Kugel sind 2 

Sei d 

FAR CED 


diejenigen des Schwerpunktes des Fundamentaltetraeders 


a; = В, = у = 0; 


Мер 2 AR: 
TER 
ү Wi 


= др 6 ap: 


Welches ist die Entfernung dieser beiden Punkte? 

Beispiel 2. Die sechs Ebenen, welche durch die Mittelpunkte der 
Kanten normal zu den Gegenkanten eines Tetraeders zu legen sind, schnei- 
den sich in einem Punkte, der mit dem Schwerpunkte und dem Mittel- 
punkte der umgeschriebenen Kugel in einer geraden Linie liegt, so dass 
jene die Mitte zwischen ihm und diesem bildet. 


36. Jedem Punkte 0 im Raume entspricht eine Ebene, die 
man nach Analogie des Entsprechens zwischen einem Punkte und 
einer geraden Linie in Bezug auf ein Dreieck, das in der 2. 
Aufgabe des Artikel 60 der „Analyt. Geom. der Kegelschn.“, als 
die Polarebene jenes Punktes, ihres Pols, in Bezug 
auf das Fundamentaltetraeder bezeichnen kann. 

Zwei Constructionen führen vom Punkte O zur Polar- 
ebene und ihre analytische Darlegung sei als ein einfaches Bei- 
spiel kurz angedeutet. 


a zg Dat p” (e — «„) (В, — В.) + (ас) р (о — a) (у, — уз) 
+ (he)? р (В, — Вз) (у, — т) \. 

übereinstimmend mit der entsprechenden Formel der analytischen Plani- 
metrie; man kann in ihr die Grössen р, р, р” durch die äquivalenten 

BER: F 
(Фе)? (ca)” (ab) 
Fundamental- Dreiecks bezeichnet. Im Artikel 64 der „Analyt. Geom. d. 
Kegelsch.‘‘ Aufgabe 6 ist die analoge Lösung für das trimetrische System 
mit gleichseitigem Fundamentaldreieck oder allgemein für Flächenver- 
hältnisscoordinaten angegeben und die Uebertragung auf.das allgemeine 
System dem Leser überlassen worden; das Endresultat der Entwicklung 
enthält leider einennicht angezeigten jedoch leichtzu erkennenden Druck- 
fehler. Wir wollen endlich erinnern, dassbeim Uebergang von der stereo- 
metrischen Formel des Textes zu dieser planimetrischen die e, В, у einer- 
seits und die р, р, р” anderseits ihre geometrische Bedeutung geändert 
haben. Die Homogeneität der Formel erlaubt den Uebergang auf Grund 
der Proportionalität, die zwischen den alten und neuen Werthen besteht. 


ersetzen, wenn man durch / den doppelten Inhalt des 
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Man denke die durch den Punkt mit je einer der Kanten 
des Tetraeders bestimmten Ebenen und bemerke in jeder dersel- 
ben den Punkt, in welchem sie die Kante des Tetraeders schnei- 
det, die der sie mit bestimmenden gegenüberliegt. Die durch die 
Kanten ab, be, ca, ad, bd, cd respective gehenden Ebenen be- 
stimmen so in den gegenüberliegenden Kanten cd, ad, bd, be, ac, ab 
die Schnittpunkte 12, 23, 31, 14, 24, 34; jedem dieser Letzteren 
entspricht ein in Bezug auf die Eckpunkte des Tetraeders in der 
zugehörigen Kante conjugiert harmonischer Punkt; die Reihe der- 
selben in analoger Ordnung sei durch cd, ad, bd, be, ac, ab bezeich- 
net, sodass jeder die Buchstaben seiner Kante enthält. Diese 
Punkte liegen in einer Ebene und bestimmen in derselben ein 
vollständiges Vierseit. 


Oder: Man verbinde 0 durch gerade Linien mit den Eck- 
punkten des Tetraeders und bestimme die Durchschnittspunkte der- 
selben mit den bezüglichen Gegenflächen; so entsprechen den Ecken 
a,b,c,d die Punkte 1, 2, 3, 4 respective. Zu jedem derselben 
bestimme man durch Verbindung mit den Ecken seiner Dreiecks- 
fläche die Theilpunkte der Gegenseiten und die conjugiert harmo- 
nischen derselben so wie durch die Letzteren ihre geraden Ver- 
bindungslinien; man erhält so beispielsweise in der Fläche bed 
die Theilpunkte 12, 13, 14 und ihre harmonisch conjugierten 
cd, bd, be, und sie bestimmen eine gerade Linie, die man etwa 
mit A bezeichnen könnte. Ebenso entsprechen den Flächen acd, 
abd, bed die geraden Linien B, C, D; alle diese vier Geraden 
liegen in der vorbezeichneten Ebene und sind die Seiten jenes 
vollständigen Vierseits. 

Die Punkte e, Pi, Yu, б; 9, Ba, 7з, 92; me Ёз, уз, дз 
liegen in der Ebene 


Ae + BE + бу + D= 0, 


wenn man hat 


"Du, Du, % а, у, б, 
A= — |62, 9%, B = |% 7›› |, 
Ёз. Ya, 3 KIRCH д; 
ou, В, б, «|, В, 71| 
б = — |% ba» d. А D = |9, В», ? |. 
on, Ёз, 03 na, Ёз, ўз | 
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Daher sind die Ebenen 
ABO, АСО, BCO, ADO, BDO, CDO 
durch die Gleichungen 


бу — dt, 8,8 — В,д = 0, 
að — фа = 0, Pr nb = 0, 
ay — уа = 0, «6 — Bn = 0 


respective ausgedrückt. 
Dieselben Gleichungen bezeichnen aber auch in Gemässheit 
des Zusammenhangs zwischen dem räumlichen und dem ebenen 


System die Linienpaare 
b1, a2; c1, a3; 


c2, 03; di, a4; 
d2, 04; c4, d3. 
Die conjugiert harmonischen derselben in Bezug auf die ent- 
sprechenden Paare der Kanten 
bc, bd und ac, ad; cb, cd und ab, ad; 
ca, cd und ba, bd; db, dc und ab, ac; 
da, de und ba, be; ca, cb und da, db 
werden daher durch die Gleichungen 


A + 7 = 0, 8,8 + В, = 0, 

að + ðe = 0, Ву + В == 0, 

«у + па = 0, «+ Ва = 0 
dargestellt. Dieselben Gleichungen bestimmen die Punkte cd, һа, 
ad, be, ac, ab der Kanten und zeigen, dass je drei derselben 
in einer der geraden Linie liegen, deren Gleichungen 


d 
— + = = 0, ô == 0; 
с й 7 
e В д 
— > = 0; == 0; 
@ В, + gd d 
а y d 
Ga = т == 0, В = 0; 
A У d В 
ER ЖОЛ. 
-+- Н р 0, а = 0 
в, Yı 8, 
sind, nämlich die Punktegruppen 

ab, bc, са; 

ab, bd, da; 

ac, cd, da; 

be, cd, db. 
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Alle diese Geraden liegen aber in der einen Ebene 


D В 7 Ge 5 
e + tut 
welche die als Polarebene von 0 bezeichnete Ebene ist. 

Aehnliche Betrachtungen führen zur constructiven Bestim- 
mung einer durch ihre Gleichung gegebenen Ebene. 

37. Es liegt nahe, den Systemen der Punktcoordinaten ana- 
loge Systeme von Ebenencoordinaten gegenüberzustellen, 
d. h. räumliche Bestimmungssysteme, in denen eine Ebene durch 
ihre Coordinaten und ein Punkt durch eine Gleichung zwischen 
denselben bestimmt wird. 

Ein solches System geht aus dem Сагіеѕісһеп Coordinaten- 
system sehr einfach dadurch hervor, dass man die von einer Ebene 
in den Achsen gebildeten Abschnitte oder die гесіргокеп Werthe 
derselben, allgemeiner die Coefficienten der Gartesischen Gleichung 
der Ebene als Coordinaten der Ebene zu ihrer Bestimmung ver- 
wendet. Man beweist leicht den Satz: Wenn die Coeflicien- 
ten der Gleichung der Ebene 


Ах + Ву + С: + р 
durch die lineare Gleichung 
ІА +4 mB + nC 4 рр = 0 


verbunden sind, in welcher 7, m, n, р als Сопѕіапіеп, 
А, B, C, D aber als veränderlich gedacht werden, so 
geht die durch jene Gleichung dargestellte Ebene 
durch einen festen Punkt. Die Elimination von D zwischen 
beiden Gleichungen giebt nämlich 


А (рх —1) + B (py —m) +C(m—n)=0, 
die Gleichung einer durch den festen Punkt 


| 


жк. SR n 
ж == p ‚ у= Р › 2 == 
gehenden Ebene. (Vergl. Artikel 32.) 
Wenn man die negativen reciproken Werthe der von der 
Ebene in den Achsen bestimmten Abschnitte als ihre Coordinaten 
durch Z, и, v bezeichnet, so ist ihre Gleichung 


tæ + uy + v + 1 == 0, 
und wenn £, u, v durch eine Relation der Form 


lt + mu + w + р = 0 
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oe с 


verbunden ist, so gehen die damit dargestellten Ebenen durch 


den Punkt 
m n 
2 = ‚ у == —, 1 = —; 


р p р 

dieser letztere Punkt ist also durch die Gleichung 

Ir +4 mn + пу 4+ р = 0 
dargestellt. In der reducierten Form 

at + Би + со 4 1 = 0 
erscheinen die Coordinaten des Punktes а, b, e direct und wir 
können leicht zeigen, dass die Länge der Normale von einem 
durch diese seine Gleichung bestimmten Punkte auf eine durch 
ihre Coordinaten č, w, v bestimmte Ebene durch 


ar + bw + с +1 
dargestellt wird; daraus aber lässt sich wie im Artikel 32 eine 
Reihe von Schlüssen über symbolische Darstellung von 
Punkten und ihrer Verbindungen zu Gruppen ziehen, 
die wir ihrer vollständigen Correspondenz mit den a. а. O. ent- 
wickelten halber hier nicht ausführen wollen. Nach ihnen sind 
z. В. die Kantenmittelpunkte des Tetraeders von den Ecken 
D= Jr И 0. ==0„ Р ==0 

durch die Gleichungen 

1+ М= 0, N+rP=0, 

BP N 005 Р M 

L+ P=0, М4 М = 0 
ausgedrückt und man erkennt, wegen der daraus dreifach hervor- 
gehenden Gleichheit 

Z+M+ N + P=), 

dass die Verbindungslinien der Мі еірипкіе der Gegenkanten durch 
einen und denselben Punkt gehen, wie wir schon im Artikel 9 
gefunden haben. 

38. Man kann aber diesen Betrachtungen noch eine andere 
Grundlage geben, indem man ein System von tetraedrischen 
Ebenencoordinaten entwickelt, welches dem System der Ar- 
tikel 34 f. analog ist. Man bezieht jede Ebene auf vier feste 
Fundamentalpunkte und bestimmt sie durch ihre normalen Ent- 
fernungen von diesen, die man als ihre Coordinaten betrachtet. 
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Die Möglichkeit einer solchen Darstellung erhellt einerseits durch 
Elimination nach der Methode des Artikel 34. 

Man kann aber anderseits zur Begründung des fraglichen 
Coordinatensystems sehr einfach von den Ergebnissen des Artikel $ 
gelangen. Wenn wir durch 


e = 0,5 Ben 


die Gleichungen zweier unter den Fundamentalpunkten a, b be- 
zeichnen, als welche aussagen, dass die senkrechten Abstände dieser 
Punkte von allen durch sie hindurchgehenden Ebenen gleich Null 
sind; wenn wir sodann für eine beliebige Ebene durch с, В die 
Perpendikel bezeichnen, die von jenen auf sie gefällt werden, so 
ist die Länge desjenigen Perpendikels, welches auf dieselbe Ebene 
von demjenigen Punkte aus gefällt wird, der die Verbindungslinie 
jener Fundamentalpunkte nach dem Verhältniss 7: m theilt 


Іа + më 
I+m’ 
und so fern jene Ebene durch diesen Theilungspunkt selbst hin- 
durchgeht, ist die Relation 
la + тВ = 0 
nothwendig erfüllt; diess ist also die Gleichung jenes Theilpunk- 
tes der Verbindungslinie der Fundamentalpunkte selbst. Verbindet 
man ihn mit dem dritten Fundamentalpunkte 
= 0 
und Шеш die Strecke zwischen beiden im Verhältniss n : (+ m), 
so ist die Länge der von diesem Theilpunkt auf eine feste von 
den drei Fundamentalpunkten um die Abstände «, ß, y entfernte 
Ebene gefällten Normale 


la + më 
KSC ї+т 197 ala + sp + пу 
1+ т + п ~ In 4а 
und für 


la + mB + пу = 0 
geht jene Ebene durch diesen Theilpunkt selbst. Die Fortsetzung 
dieser Betrachtungen auf einen Theilpunkt der geraden Verbin- 
dungslinie des Letztbetrachteten mit dem vierten Fundamentalpunkt 


д = 0 
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nach dem Verhältniss р : ( + m + n) liefert für die allgemeine 
Gleichung eines Punktes 

la + m + ny + рд == 0, 
weil sie erfüllt wird durch die Coordinaten jeder Ebene, die durch 
ihn gelegt werden kann. In dieser Entwickelung ist zugleich die 
Art und Weise bezeichnet, durch welche ein durch seine Gleich- 
ung bestimmter Punkt gefunden werden kann. 

Man ersieht aus ihr, dass der Schwerpunkt des von den vier 
Fundamentalpunkten gebildeten Tetraeders durch die Gleichung 
«+ 6-+ у + 0 ==0 
dargestellt wird, in депапег Uebereinstimmung mit dem, was wir 
vorher in dem aus dem Cartesischen abgeleiteten System der Ebenen- 
coordinaten gefunden haben. Die Mittelpunkte der Kanten sind 
а+В= 0, «+y = 0, а +0 = 0, В + у = 0, 6+8=0, 
+= 0 

die Schwerpunkte der Seitenflächen aber 
e+Bß+Y—=0,ßtr+I3=0,e+ry+i—=h, 
«+В + 5 = 0. 

Die Relationen des Doppelschnittverhältnisses, der harmoni- 
schen Theilung, der Involution übertragen sich nun mit derselben 
Leichtigkeit und in unveränderter Form auf geradlinige Punkt- 
reihen; denn wenn 

Ass, И:= 0 
zwei Punkte repräsentieren, so sind 
aL + bM = 0, аг 4 ЬМ = 0, еіс. 
Punkte ihrer geraden Verbindungslinie; für die drei Punkte 
kee, И sf, = 
repräsentieren Gleichungen der Form 
aL + М + eh = 0 
Punkte ihrer Ebene; die Punkte 
20, et vc eege 0 
liegen in einer Geraden, wenn zwischen ihren Gleichungen die 
Identität 
aL + bM + су = 0 
und die vier Punkte 
І == 0, М = 0, М0, 8Р.=-80 
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in einer Ebene, wenn die Identität 

aL +4 bM + cN + ар = 0 
statt hat. Wir brauchen hiernach für alles Uebrige nur auf Ar- 
tikel 32, 33 zu verweisen. 

Beispiel. Die sechs Punkte der Kanten eines Tetraeders, 
welche in Bezug aufdieEcken harmonisch conjugiert sind 
zu sechs іп einer Ebene gelegenen Punkten derselben, lie- 
genzuPaaren in drei geraden Linien, welche durch einen 
und denselben Punkt gehen. Für die unendlich entfernte Ebene ist 
derselbe der Schwerpunkt des Tetraeders. 

Sind 

«== 0, Gs, y = 0, 8 — 0 

die Ecken des Tetraeders und 

ac — bB = 0, аа — су = 0, ae — dd = 0 
drei Punkte in den уоп e == 0 ausgehenden Kanten desselben, so erhal- 
ten wir durch Subtraction dieser Gleichungen in 

су — dd — 0, dë — В == 0, В — су = 0 
die Gleichungen der drei Punkte der andern Kanten, welche mit jenen 
ersten in derselben Ebene liegen. Die conjugiert harmonischen dieser 
sechs Punkte in den Kanten des Tetraeders sind durch 

ac + bh = 0, a + су = 0, аа + dò = 0, 

су + dð = 0, då + bB = 0, bB + су = 0 
dargestellt und diese Gleichungen beweisen den Satz, indem man be- 
merkt, dass je zwei über einander stehende derselben die Gleichung 

aa + 08 + су + dò = 0 

zur Summe geben. Die Vergleichung dieses Beispiels mit den Ergebnissen 
des Artikel 36 erläutert das Princip der Reciprocität, welches aus 
dem Zusammenhang der Punkt- und der Plan-Coordinatensysteme hervor- 
geht. (Vergl. „Analyt. Geom. d. Kegelschn.“ Artikel 72, 326 f.) 


Die gerade Linie. 


39. Wenn man die Gleichungen zweier Ebenen als gleichzei- 
tig geltend ansieht, so wird durch sie die Durchschnittslinie dieser 
‚ Letzteren repräsentiert, als welche alle diejenigen Punkte enthält, 
deren Coordinaten beiden Gleichungen genügen. Das zuletzt Vor- 
hergehende macht augenscheinlich, dass die Gleichungen zweier 
Punkte als gleichzeitig geltend gedacht, nicht minder eine gerade 
Linie darstellen, nämlich die gerade Verbindungslinie jener bei- 
den Punkte; aber wir wollen die weitere Durchführung dieser 
Auflassung dem Leser überlassen. 
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Indem man nach einander « und y zwischen den beiden 
Gleichungen eliminiert, erhält man die Gleichungen der geraden 
Linie in der gebräuchlichen Form 


с = ті + а, y=nz+b 


Von ihnen stellt die erste die Projection der Linie auf die 
Ebene 22 oder den Aufriss und die zweite ihre Projection auf 
die Ebene yz oder den Seitenriss dar. Beide zeigen, dass die 
Gleichungen einer geraden Linie vier unabhängige Constanten ent- 
halten. 

Wir können die Gleichungen der Verbindungslinie zweier 
Punkte unabhängig bilden; denn wir haben im Artikel 8 die Coor- 
dinaten irgend eines Punktes dieser Verbindungslinie bestimmt und 
es genügt für jenen Zweck, aus den Werthen derselben das Ver- 
hältoiss m : n zu bestimmen und seine drei Ausdrücke einander 
gleich zu setzen; man erhält die Gleichungen 

т—.& _ у—у _ 2—2 
e—a} у—у 


7 
u : 


als die Gleichungen der geraden Verbindungslinie von 2, у, z 
-und а”, y”, z”; dieselben Gleichungen ergeben sich aus einer 
einfachen geometrischen Betrachtung. Sie zeigen auch, dass die 
Gleichungen der Projectionen der Linie mit den Gleichungen der 
Verbindungslinien der gleichnamigen Projeetionen von zweien ihrer 
Punkte identisch sind, wie diess auch sonst evident ist. | 
Die Durehschnittslinie zweier Ebenen 

Ах + Ву + Cz + р = 0, 

Хх + Ву + С 4 D = 0 
ist durch die Gleichungen 

2 e у Bar z 

ВС — BC (СА —– AB—AB 

repräsentiert. 


Beispiel\. Welches sind die Gleichungen der geraden 
Linien AD und BE in Figur 1? 


Sie sind 
а — 2 у 
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Beispiel 2. Wenn repräsentieren die Gleichungen 
æ = cy + bz, у = аг + ox, z= bæ 4 (ау 
die nämliche Gerade? 


Wenn - 
| — 1 с D 
сє. —1 al = 0 
| b ande 
ist. Die Gleichungen dieser Geraden sind 
Ж D z 


(Vergl. die Anmerkung des Artikel 27.) 

40. Zwei gerade Linien im Raume schneiden sich im 
Allgemeinen nicht. Wenn die erste derselben durch die Gleich- 
ungen 

L= Ө; Ken 
und die zweite durch die anderen 

==, Р 

dargestellt wird, so wird der Durchschnittspunkt dieser Geraden, 
sofern ein solcher vorhanden ist, zugleich jenen vier Ebenen ge- 
meinsam sein und die Bedingung, unter welcher sich jene 
Geraden durchschneiden, ist daher dieselbe, unter wel- 
cher vier Ebenen durch einen Punkt gehen, welche wir 
im Artikel 30 entwickelt haben. 

Zwei sich schneidende gerade Linien bestimmen 
eine Ebene, deren Gleichung leicht gefunden werden kann. 
Denn wir sahen im Artikel 32, dass die Gleichungen von vier 
durch einen Punkt gehenden Ebenen der identischen Relation 

aL + bM Ach + ар = 0 
genügen; es müssen somit die Gleichungen 
al + bM = 0, ce N + аР — 0 
identisch und Repräsentanten der nämlichen Ebene sein; zugleich 
zeigt die Form dieser beiden Gleichungen, dass sie respective 
durch die beiden geraden Linien 
Ze 4=0; N=9 P= 
hindurchgehen. 

Beispiel. Wenn die gegebenen geraden Linien durch Gleichungen 

von der Form 
х== т: +a, ус=п 4+ b; = =т=: 4 а, у=п:-+ 
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dargestellt sind, so wird die Bedingung, unter der sie sich durchschnei- 
den, gefunden, indem man die erste und dritte Gleichung für z auflöst 
und die so gefundenen Werthe mit den aus der zweiten und vierten 
Gleichung entspringenden vergleicht; man erhält 


@— a b—b 


mm п—п 
Wenn diese Bedingung erfüllt ist, so sind die vier Gleichungen der 
Geraden durch die identische Relation 
(n — п) { (x — mz —a) — (X — mz — ell 
— (m — m’) {(у — пг — 6) — Y—nz—b)} 
verbunden und es ist daher 
(n — п) (x — mz — a) = (m — т) (у — nz — b) 
die Gleichung ihrer Ebene. 

41. Die Gleichungen einer Linie zu finden, welche 
durch den Punkt z’, y, z geht und mit den Achsen die 
Winkel e, В, у einschliesst. 

Die Projectionen der Entfernung des Punktes а, у, 2" von 
einem veränderlichen Punkte æ, y, z dieser Linie auf die Achsen 
sind respective 

x— x, y—y, 2—2, 
und da sie gleich den entsprechenden Producten dieser Entfernung 
in die cosinus der von der Linie mit den Achsen gebildeten Winkel 
sind, so erhalten wir 
а—@ _ у—у _ 2—2 
сова  cosß соз у 


eine Form der Gleichungen der geraden Linie, die in Ansehung 
ihrer Symmetrie nach 2, у, z häufig brauchbar und selbst der 
Form des Artikel 39 vorzuziehen ist, obwohl sie zwei überflüssige 
Gonstanten einschliesst. 


Beispiel. Die Bedingung des Durchschneidens der Ge- 
raden 
ae _ у—у _ т—2 xr у — у 2—12 
"E ees KZ Г Тү. у a ` 
ist 
(«— x”) (тп тп) + (у— у”) (nI—nf) + (z— z”) (Im — Im‘) = 0. 

Welches sind die Coordinaten ihres Durchschnittspunktes? 

Wenn wir umgekehrt die von einer gegebenen Gera- 
den mit den Achsen gebildeten Winkel bestimmen wollen, 


so bringen wir ihre Gleichung in die Form 
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und erhalten die Richtungscosinus der Linie, indem wir die Grös- 
sen А, В, С respective durch 
ү + в + @,) 

dividieren. 

Beispiel 1. Welches sind die Richtungscosinus der Ge- 
raden 

к == т: | а, y=nz 4b? 
Wenn wir die Gleichungen in der Form 
Toa WE 


2 
Ho =: n 1 
schreiben, so sind die Richtungscosinus respective gleich 


m n 1 


res EEN л?) ya + т? + т) VI + ai +n’) 
Beispiel 2. Man soll die Riehtungscosinus von 
= = » == 0 
1 т 
bestimmen. 
Sie sind 
FA E 
VIS + т) VEF т?) 
Beispiel 3. Мап soll die Richtungscosinus von 
Ах + Ву + ©с+ 0 = 0, Ах + Ву + С: + DH = 0 
bestimmen. 
Die nach einander folgende Elimination von y und z und die dann 
vollzogene Reduction auf die Form dieses Artikels giebt die Richtungs- 
cosinus in den Ausdrücken 


BC — ВС C4—CA AB—AB 
R я R { Е 


für 
R? = (ВС' — ВС) + (Сл — СА)? + (АВ — AB)". 
Beispiel 4. Wenn durch die Schaar der Parallelen 
gn a a Жошо 


1 т п 
und den Punkt а“, y’, Ebenen gelegt werden, so sind ihre 
Gleichungen durch 
—@ 


CEET + 2 (8—0) = 0 
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— "жа 


dargestellt, wenn р, g, r willkürliche Gontsanten bezeichnen. Nach der 
Form dieser Gleichung enthalten sie alle die gerade Linie 


; 
2—8 y—y 2—1 


| 
| 


1 = m "TE 


welche der Schaar der Parallelen angehört und durch den gegebenen 


Punkt geht. Ihre Durchschnittslinien mit einer festen Ebene bilden daher 
ein Strahlenbüschel. 


Beispiel 5. Man soll die Gleichung der dureh die geraden 


sich durchschneidenden Linien . 
z—x y—y 2—2. ж—& y—y z—z 
= —— — ` - 7 = — = —- 
соз & cos Ê соѕ у соѕ а . соз В созу 


gehenden Ebene bestimmen. 


D ` , е . т 
Da diese Ebene durch den Punkt æ’, у, z gelt und ihre Normale zu 
e 5 


zweien Linien normal ist, deren Richtungscosinus bekannt sind, so ist ihre 
Gleichung nach Artikel 14 


(æ — x’) (соз @созу — соз В cosy) + (у -— у) (cosy cos@— cosy cosa) 
+ (z— 2) (cosa сов — соѕа cosp) == 0. 


Beispiel6. Man soll die Gleichung der durch die zwei 
parallelen Linien 


, r СА СА er 
Ët y—y 2—2 @—&@ у—у z— 


s" 
- == ” = ? = я 
cos а cos В cos у cos & cos В cos у 


bestimmten Ebene finden. 


Diese Ebene enthält die Verbindungslinie der gegebenen Punkte 
j ” д 5 \ 
ау, Zi £”, y”, z”, deren Richtungscosinus zu den Differenzen 


К Ki СА r £ Lt 
& —ı,y—y,z —z 


proportional sind; in Folge dessen sind die Richtungseosinus ihrer Nor- 
malen respective proportional den Grössen 
(y — y”) cosy — (?’—z”) cusß, (2 — 2") соза — (ж — )} созу, 
N e Gë, 
(к — x”) cosß — (y—y”) cose, 
und diese Letzteren gehen daher als Coeflicienten von г, y, z in die frag- 


liche Gleichung ein; man findet endlich ihr absolutes Glied, indem man in 


den so gebildeten Ausdruck die Substitution 2, ai, 2’ für æ, y, z voll- 
zieht, in der Form 


(yz’ —у'2) соза + (2а — Sal cos B + (ту — а у) созу. 


Beispiel 7. Die Gleichung einer Ebene, welche durch die 
Bewegung der ihre Richtung behaltenden Geraden 


ГА e ’ 
—& HH 2—2 


I m n 


Salmon, Anal. Geom, d Raumes, 4 
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längs der festen Geraden 
2— an у — bb ШИЕ 
ЕЕГ С, 
erzeugt wird, ergiebt sich in der Form 
(mn— mn‘) («— а) + (nT— тї) (y—b) + (lm — Im‘) («— ec) = 0. 


42. Man soll die Gleichungen der vom Punkte 2, у, z 

auf die Ebene 
Ax + Ву + С: 4 р = 0 
gefällten Normalen entwickeln. 

Die Bemerkung, dass die Richtungscosinus dieser Linie nach 
Artikel 23 den Grössen А, B, C respective proportional sind, giebt 
sofort die fraglichen Gleichungen in der Form 

“ер _y-y Së 
Same ner 
Beispiel. Die Gleichung einer durch den Punkt x, у, z 
gehenden und zur Durchschnittslinie der Ebenen 
Ах + Ву + C&C + р = 0, 
Ах + Ву + С= + 0р = 0 
normalen Ebene ist 
(x— z’) (BC’— РС) + (у —у) (СА —(’A) 
+ (2—2) (AB — £ B) = 0. 
(Vergl. Artikel 41, Beispiel 3.) 

43. Man soll die Richtungscosinus der geraden 
Linie finden, welche den von zwei gegebenen Geraden 
gebildeten Winkel halbiert. 

Nach der Fassung der Aufgabe genügt es, die Betrachtung 
auf Linien einzuschränken, welche durch den Anfangspunkt der 
Coordinaten gehen. Denken wir dann in beiden gegebenen Ge- 
vaden die vom Anfangspunkt gleichweit entfernten Punkte 


D 


e D е eg „ Di 
2, у, 2, T, Y,?, 


so ist der Mittelpunkt ihrer geraden Verbindungslinie ein Punkt 
der gesuchten Halbierungslinie und die Gleichungen derselben sind 


daher durch 
x 


H 
EE п = Fan 
= ka Y у їс? 
ausgedrückt, ihre Richtungseosinus somit proportional zu 
x d a”, у + De z i 2”; 


da aber а, у, т, а”, y”, z” zu den Richtungseosinus der gege- 


z 
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benen Linien in einerlei Verhältniss stehen, so sind die Richtungs- 
cosinus der Halbierungslinie zu 


соѕ а + соѕ а”, cosp + cosb”, созу + созу” 


proportional, und man erhält ihre Ausdrücke, wenn man jede 
dieser Grössen durch die Quadratwurzel aus der Summe ihrer 
Quadrate dividiert. 

Die Halbierungslinie des Supplementwinkels der gegebenen 
Geraden wird gefunden, indem man für den Punkt =”, y”, =” 
einen im enlgegengeselzten Sinne gleichweit vom Anlangspunkt 
entfernten Punkt, d. i. — a”, — у, — ?”, substituiert, und ihre 
Richtungscosinus sind daher den Grössen 


cos o — cos а”, соѕ В — cos В”, cosy’ — cos y” 


proportional. 
Wir erinnern, dass die Ebenen, welche den Neigungswinkel 
zweier Ebenen 
с cosa +ycosß + созу — р = 0, 
ж cosa + y cosp + созу — p= 0 
halbieren, durch 
(x cosa + y cos + z cosy — р) 
= + (æ соз е + y соз + z cos y — р) 
dargestellt werden. (Vergl. Artikel 28.) 
Beispiel. Wenn in der Gleichung der Ebene des Beispiels 4 im Ar- 
tikel Al A = y = z = sind, so halbiert die Ebene den von beiden 
gegebenen Ebenen gebildeten Winkel für 


D? 4 + + С? 


Dt АФК В+ Ө?" 
44. Man soll den durch die ger on Linien 


dg y— b z—e oa y—b 2—0 


D т D р ГА 
1 m n Г т п 


gebildeten Winkel bestimmen.*) 


*) Da die Gleichungen dieser Form auch für schiefwinklige Coordi- 
naten gelten, so mögen einige dieselben betreffende Bemerkungen hier 
vereinigt werden. Die Grössen /, m, n bezeichnen dann die Verhältnisse 
der Projeetionen einer gegebenen Strecke der Geraden auf die Achsen 
zur Strecke selbst, wenn man voraussetzt, dass die Projeetionen durch 
Parallelen zu den Coordinatenebenen gebildet werden. 


4* 
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Die Vergleichung der in den Artikeln 13 und 41 gewonnenen 
Ergebnisse giebt für diesen Winkel die Formel 
H + mm + пп 
cos E EEN 
yE + т pmpn) HU? + m?+ ҥ a 
Die betrachteten Geraden sind somit rechtwinklig zu ein- 
ander für 


W + mm’ + n = 0. 

Die Formel des Artikel 13 für sin? 6 giebt für die Bedingung 

der Rechtwinkligkeit 
(mn — тп)? + (nl! — п? + (т — Im)? = 0. 

Die Bedingungen des Parallelismus ergeben sich eben so 
wohl hieraus, als aus der geometrischen Anschauung; es erscheint 
unnölhig, sie noch anzuführen. 

Beispiel 1. Welches ist der уоп den geraden Linien 

Së D GE 
2 vo ve ve 
gebildete Winkel? 
Antwort: 30%, 

Beispiel 2. Welchen Winkel bilden die Geraden des Beispiels 2 im 

Artikel 39? 


Sein cosinus ist 
— а — b 4 с? 


+0 + с ЖАШ 


Sie sind durch die identische Relation 


—1, N; т | 
| nan —– 1, Coen 
т, —1| 


verbunden. 
Der von zwei geraden Linien gebildete Winkel ist durch 
cos 9 = U + mm’ + nn’ + a (т + тп) + b (nt + an) + e (m + Im) 
bestimmt, die in der Form 
cos9—=[ cos а + т cos В -+ п cos у 
dargestellt werden kann, wenn о, В, у die durch 
cos а =l 4 bn + ст, cos B = m + cl + an, cos у = п + am +4 Ы 
bestimmten Winkel der ersten Geraden mit den Achsen bezeichnen. 
Für 
IHbn+em  mt+ecd+tan na+am+b ` 
Chen тс Фа п фат фы ` 
sind daher diese Geraden parallel und für 
Г соза + т cos B + x cos y = 0 


sind sie rechtwinklig auf einander, 
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у = 

Man soll die senkrechte Entfernung eines Punktes 
x”, у”, т von der geraden Linie 

2—8 y—y __ 2—2 

соза ` oof созу 


bestimmen. 
Wenn man von jenem auf diese die Normale fällt und den 


gegebenen Punkt mit dem Punkte =’, y, z der Geraden verbin- 
det, so ist die Länge von jener dem Producte aus der Länge Z 
dieser Letzteren in den sinus des von beiden gebildeten Winkels 
gleich; nun sind die Richtungscosinus der eben bezeichneten Linie 
І, durch 
аа у—у 2—21 ү 
EEN a В 

dargestellt und man erhält mittelst der im Artikel 13 für sin? 9 
gegebenen Formel das Quadrat des gesuchten senkrechten Ab- 


standes 
z — 2") — cos у (у —y”)] 
[ ж — x”) — сове (2 —2)]? 
[соз æ (у — y”) — cos В (x —x”)]?. 
Für æ” = у = z” = 0 reduciert sich dieser Ausdruck auf 
den im Artikel 13 (Beispiel) gefundenen, aus welchem er auch 
durch eine Verlegung des Anfangspunkts auf die einfachste Weise 
abgeleitet wird. 
Wenn man die Länge der zweiten Kathete jenes rechtwink- 
ligen Dreiecks, aus welchem der cosinus vorher entnommen ward, 
K als das Product von / in den cosinus des nämlichen Winkels 


ausdrückt, so erhält man für sie den Werth 


Hi 


K = cos a (х—х) + соз (у —y”) + cosy (2 — 2") 
und mittelst derselben die Coordinaten des Fusspunktes der Normale 
х, sz г + Ксоз а, у= у + К соѕ В, zs? +K соѕ у. 

45. Man soll den Winkel bestimmen, welcher von 


der Ebene 
Ax + Ву + С+ р = 0 


mit der geraden Linie 


gebildet wird. 
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Der fragliche Winkel ist das Complement desjenigen Winkels, 
welehen die gegebene Gerade und die Normale der Ebene mit 
einander einschliessen, und wir erhalten daher 


` ee А Al 4 Bm + Сп 
И + т? + п?) V£ + B4) С). 


Al + Вт {+ Сп == 0 
ist die betrachtete Gerade der Ebene parallel, denn sie ist alsdann 
normal zu einer Normalen der Ebene. 
46. Unter welchen Bedingungen ist die gerade 
Linie 


Für 


с = тг Le y=n:-+b 


+ Ву + Сс 4 Рр = 0 


іп der Ebene 


ganz enthalten? 

Wenn wir die durch die Gleichungen der Linie für = und y 
gegebenen Werthe in die Gleichung der Ebene substituieren, so 
giebt die nochmalige Auflösung derselben für z 

+ Bb + р 
Ат + Bn + С' 


und wenn der Zähler und Nenner dieses Ausdrucks gleichzeitig 


| 


identisch verschwinden, so wird der Werth von z unbestimmt und 
die gerade Linie ist vollständig in der Ebene enthalten. Wir 
haben so eben gesehen, dass das Verschwinden des Nenners den 
Parallelismus der Geraden mit der Ebene anzeigt, während das 
Verschwinden des Zählers anzeigt, dass einer der Punkte der Ge- 
raden, nämlich der Punkt a,b, 0, in welchem sie die Ebene an 
schneidet, in der Ebene enthalten ist. 

Wir können in derselben Art die Bedingungen außtellen, 
unter welchen eine gerade Linie ganz in einer belie- 
gen Fläche gelegen ist; wir substiluieren wie vorher die 
Werthe von x und y in die Gleichung der Fläche und vergleichen 
die Coeffieienten aller Potenzen von z in der resultierenden Gleich- 
ung mit Null. Es ist klar, dass die Zahl der daraus hervorgehen- 
den Bedingungen um Eins den Grad der Fläche übersteigt.*) 


*) Weil die Gleichung einer geraden Linie vier Constanten enthält, 
so kann eine gerade Linie so bestimmt werden, dass sie irgend vier gege 
bene Bedingungen erfüllt. Demnach muss jede Fläche zweiten Grades 
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47. Man soll die Gleichung einer Ebene bestimmen, 
welche durch eine gegebene gerade Linie geht und zu 
einer gegebenen Ebene normal ist. 

Wir denken die Linie durch die Gleichungen 
Ах + Ву 4 С: + Dass, Ace+Byrcz+ р ss 0 
und die Ebene durch 

Аа + Ву + С + р 
gegeben. Dann ist die Gleichung jeder dureh jene Gerade gehen- 
den Ebene von der Form 
А (Аж + Ву + Cz + D) + и (Фе + Ву + Cz + р) = 0, 
und damit eine solche zu der gegebenen Ebene normal sei, muss 
die Bedingung | 

(44 + и) A + (АВ LR + (АС + ис) С" —0 
erfüllt sein. Sie bestimmt das Verhältniss à : u und die geforderte 
Gleichung ergieht sich in der Form 
(«А + ВВ" + CC") (Ах + By + С: + Р) 

= (44° + ВВ” + СС") (Ах +By+Crz+ Р). 

Eine andere sehr einfache Bestimmung ihrer Gleichung bietet 
sich dar, wenn die Ebene und die gerade Linie durch Gleichun- 
gen von der Form 

æ соз « + у со5 В + z cosy = р; 
т—® _y-y _ z—ř 
соза 7 cof ex 


gegeben sind; denn die gesuchte Ebene enthält eine Gerade von 
den Richtungswinkeln e, В, у und die Normale der Ebene von 
den Richtungswinkeln с, В, y; nach Artikel 14 sind daher die 
Richtungscosinus einer zu ihr normalen Geraden respective pro- 
portional zu 
cos @ cosy — соѕ В созу, созу cose — cosy cosa, 
vos o соз В — cos соз В’, 


unzählig viele gerade Linien enthalten, weil um drei Bedingungen zu ег: 
füllen vier Constanten zur Disposition sind. Jede Fläche vom dritten 
Grade muss eine begrenzte Anzahl von geraden Linien ent- 
halten, weil die Zahl der Bedingungen, welchen zu genügen ist, mit der 
Zahl der verfügbaren Constanten übereinstimmt, Flächen von höheren 
Graden enthalten nicht mit Nothwendigkeit gerade Linien, sondern miis- 
sen, um diess zu thun, besonderen Bedingungen genügen. 
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und weil die Ebene zugleich den Punkt 2, у, ст enthält, so ist 
ihre Gleichung nothwendig 


(a 


æ) (cos В cos у — cos ß сох у) 
+ (y — у) (cos у cos о" — сов у cos a) 
+ (z — 2) (соѕ а cos В — cos о cos В) = 0.*) 

48. Мап soll die Gleichung einer Ebene bestimmen, 
welche durch eine gegebene Gerade und paralleleiner 
zweiten gegebenen Geraden geht. 

Wir nehmen zuerst an, die beiden Geraden seien durch 

ef, #4=0 St, Р = 0 

gegeben, wo Z, M, N, Р die allgemeinste Gleichungsform der 
Ebene vertreten. Indem wir dann genau wie im Artikel 32 ver- 
fahren, erhalten- wir die identische Relation 

L(4'B'C”) — M(4°B”C) + N(4” ВС) Р(АВ' С”) = (ABC D”), 
in welcher die rechte Seite diejenige Determinante repräsentiert, 
bei deren Verschwinden die vier Ebenen Z, M, N, P sich in einem 
Punkte schneiden, während die Coefficienten der linken Seite ihre 
Minoren sind. 

Aus dieser Relation ergiebt sich, dass die Gleichungen 


L(4B’C”) — M(4’B”C) = 0, N(4”BC’) — Р(ИВ'Є”) == 0 


parallele Ebenen repräsentieren; denn sie unterscheiden sich nur 
durch eine Constante, d. h. sie schneiden sich in der unendlich 
entfernten Ebene. Diese Ebenen gehen aber der Form ihrer Gleich- 
ungen nach durch je eine der beiden gegebenen geraden Linien. 

Wir nehmen sodann zweitens an, dass die beiden Geraden 
durch die Gleichungen 


, , , 
т®—х y—y 2—2 dä y—y 2—2 


соза  соѕ В сову сова соз В" созу 


*) Wenn man das Letztere auf die im Beispiel 6 des Artikel 41 ent- 
wickelte Gleichung der Ebene anwendet, so ergiebt sich für p, 1р, у als 
die Richtungswinkel der Normalen, die äquivalente Gleichungsform für 
dieselbe 

(ж — a) cos ф + (y—b) cos а + (z — с) соз у=0, 
oder 
æ cos ф + y cos а + z cos z = р, 
wenn man 


р == а cos ф + b cos y + e cos у 


setzt. 
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gegeben sind, und bemerken, dass die Richtungscosinus einer 
Normale der gesuchten Ebene, weil eine solche zu jeder der bei- 
den Geraden normal sein muss, die im letzten Artikel gegebenen 
Werthe haben werden, so dass die Gleichungen der gesuchten 
parallelen Ebenen durch 


(кж — x’) (cos В cos у — cos ß’ cos y) 

+ (y— у) (cos у cos с — созу cos о) 

+ (z — 2) (cos æ cos В — cos о cos В) = 0, 
(2—2) (cos В созу — cos В' cos у) 

+ (y — y”) (cos у cos œ — созу cos a) 

+ (z — 2") (cos « cos В — cos а cos В) = 0 


ausgedrückt werden. 

Die normale Entfernung beider Ebenen ist die Differenz zwi- 
schen den vom Anfangspunkt auf sie gefällten Normalen, und so- 
mit gleich dem Quotienten aus der Differenz ihrer absoluten Glie- 
der durch die Quadratwurzel aus der Summe der Quadrate der 
gemeinschaftlichen Goeffieienten von x, y, z in ihren Gleichungen ; 
diese normale Entfernung ist daher 


Je — 2") (cos В cosy — cos В' cos y) 
+ (y — y”) (сов у cos «œ — cos у cos с) 
+ (z — z”) (соз а cos — cos « cos В))} : sind, 


wenn wir durch 9% den von beiden geraden Linien gebildeten Win- 
kel bezeichnen, wie im Artikel 13. Es ist offenbar, dass die so 
bestimmte normale Entfernung kürzer ist, als jede andere gerade 
Linie, die man von einem Punkte der einen Ebene nach einem 
Punkte der andern Ebene ziehen kann. 

49. Man soll die Gleichungen und die Grösse der 
kürzesten Entfernung zwischen zwei sich nicht durch- 
schneidenden Geraden bestimmen. 

Die kürzeste Entfernung zweier Geraden ist eine zu beiden 
normale gerade Linie, welche folgendermassen bestimmt wird: 
Man lege durch jede der beiden geraden Linien nach Artikel 47 
eine Ebene, welche zu den nach Artikel 48 bestimmten Ebenen 
normal ist; ihre Durchsehnittslinie ist eine Normale der beiden 
parallelen Ebenen und somit auch der beiden gegebenen geraden 
Linien; die Construction zeigt, dass sie auch die beiden gegebe- 
nen Geraden schneidet, sie giebt also die gesuchte kürzeste Ent- 
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fernung. Ihre Länge ist offenbar die im letzten Artikel bereits 
gegebene. 

Indem wir nach Artikel 47 die Gleichung einer Ebene er- 
mitteln, welche durch eine Linie von den Richtungswinkeln с, 8, у 
geht und normal zu einer Ebene ist, deren Richtungscosinus zu 


cos B’ cos у — cos В созу, 
соз у соѕ а созу соз а, 
cos cos В — соз с cos В' 


proportional sind, erkennen wir, dass die gesuchte Linie die Durch- 
schnittslinie der Ebenen 


D 


(а — x’) (соз«' — соѕ0 cos) + (у — у) (cos @' — соѕ? cosß) 
+ (z— 9 (соѕу — cos’ cos у) = 0, 


(2—2) (cose — cos’ cos«') + (y — y”) (со5 В — cos’ cosp’) 
+ (z — z”) (cosy — cos’ cosy) = 0 
ist; ihre Richtungscosinus sind den Grössen 


cos @ cos у — cos В созу, 
cos у соѕ — соз у cos 0, 
cos « с05 В — cos œ cos В' 


nothwendig proportional. 

50. Wir schliessen dem Inhalte der vorigen Kapitel einige 
Eigenschaften des Tetraeders an, welche, obwohl nicht 
durch die Methode der Coordinaten gefunden, uns doch von Nutzen 
und der Anfübrung werth scheinen. 

Man soll die Relation angeben, welche die Längen 
der sechs geraden Linien verbindet, die zwischen vier 
Punkten einer Ebene gezogen werden können. 

Wir nennen a, b, с die Seiten des Dreiecks ABC und d, e, f 
die geraden Linien D4, DB, DC, welche seine Ecken mit dem 
vierten Punkte D verbinden. Wenn wir dann die von den Seiten 
a, b, c am Punkte D bestimmten Winkel durch с, В, у bezeich- 
nen, so ist 

соз а = соѕ (В Es, 
also 


cos? « + cos? В + cos? у — 2 соѕ а cosß созу = 1, 


eine für alle möglichen Lagen von D in der Ebene ABC gültige 
Man hat aber 
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z 2.2208 2 2733 

nu» ОЕ REN 
d + е2 — с? 

cos у = 22: ря Se, 


und erhält durch Substitution dieser Werthe und Reduetion in 
dem Ausdrucke 
a? (а — eè) (2 — f?) + b? (ef?) (2—0) 

+ c?(f?— a?) (f?—e?) + а?а? {a —b? — с?) 

+ bei (02 — с2— а?) + ср? (е? — а? — °) + ae? = 0 
die fragliche Relation. 

51. Man soll das Volumen eines Tetraeders als eine 
Function der Längen seiner sechs Kanten darstellen. 

Wir bezeichnen die Seiten einer seiner Flächen ABC durch 
a, b, c und die entsprechende Höhe, d. h. die auf dieselbe von 
der gegenüberliegenden Ecke gefällte Normale durch p, so wie 
die Abstände des Fusspunkts derselben von den Ecken 4, B, € 
durch d, e, f respective. Dann besteht zwischen a, b, c, 0, е", f’ 
die Relation des letzten Artikels und die Kanten d, e, f des Te- 
traeders, welche von jener vierten Ecke nach A, B, C gehen, 
sind durch 

Ф = dit е = е? 4 р, Felttr 
ausgedrückt, so dass 
dë — gës di rt PI P д PI а? 
sind. Wenn man also den Werth der linken Seite der Gleichung 
des letzten Artikels durch # bezeichnet, so erhält man durch 
diese Substitutionen die neue Gleichung 

— F = р? (2а%° + 20° + 2 с?а? — at — bt — сї), 
in welcher der mit p? multiplicierte Ausdruck das sechszehnfache 
des Quadrats von der Fläche des Dreiecks ABC darstellt. Wenn 
wir bemerken, dass das pfache dieser Fläche das dreifache Vo- 
lumen des Tetraeders giebt, so erhält man die Relation 

Е = — 144 Ё?, 

welche der Forderung entspricht. 

Man kann zu derselben auch gelangen, indem man von dem 


Determinantenausdruck des Artikel 31 ausgeht und erhält sie dann 
selbst in Form einer Determinante. 
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Man hat nach Artikel 31 und nach bekannten Determinanten- 


gesetzen 
|1, 0, Da 0,40.) 0.15 05220: 90| 
0, 1, 2, уу, т! 1, 0, а, Yı, 21 
бИ = |0, 1, ën, у, = — |1, 0, 2), 05, 2, 
3 0, 1, £3, уз, 23 1, 0/23, уз, 23 


0, 1, Zis Yp 2; 1,0, Zis Yis ж 


also durch Multiplication beider Werthe 
367? = 


|0, 1 ; 1 Р 1 Р 1 

(1, 8? H IM ENEE 01054122, e E H233 Tt НУ 2124 

аа 2° Fu H 25, Calg HYY H22 у-уу, ter; 

1, 848g tyıyatzı23 CoC HYY Hy za + Уз? + 28°, Lyt HYY Hz? 

Lety Ег, Caty HYY Hp 85 И Ба T Fand Hu 
ändern wir nun in dieser Determinante die Vorzeichen der letzten 
vier Horizontalen und die der ersten Verticale, multiplicieren dann 
jene und dividieren diese durch 2, so ist dieselbe mit 2° multi- 
pliciert; die Addition der mit (,? + y? + zf, (02 + y? + 22), 
(æ + y3? + 232), (& + Y + 24°) respective multiplicierten ersten 
zu den vier letzten Horizontalreihen und die analoge Addition der 
mit denselben Factoren multiplieierten ersten zu den vier letzten 
Verticalreihen ändert sodann den Werth der Determinante nicht, 
giebt aber ihren Hauptelementen den Werth Null und verwandelt 
die übrigen Elemente in die Ausdrücke der Länge der Kanten 
durch ıhre Coordinaten. Man erhält nach den vorigen Bezeich- 
nungen 


den vorigen Ausdruck, und hat damit auch den analytischen 
Beweis der Formel des vorigen Artikels gefunden; denn 
für V = 0, d.h. die Lage der vier Punkte in einer Ebene, geht 
sie daraus hervor. 

Dieser Ausdruck kann als specieller Fall eines allgemeineren 
erhalten werden, nach dem das Product der Volumina У, V’ 
zweier Tetraeder durch die Relation 
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|0, т" РЧА 
2 2 2 2 
1, gu, eiz» use ĉis 
288 РИ’ = |1, ga, e3, езд, êy? 
2 2 2 2 
1, е3“, Gase еу, ең 
2 2 2 2 
1, gu, еэ, Gu: Gul 


bestimmt wird, in welcher die е;; die geradlinigen Entfernungen 
der Ecken е;, е; des ersten und zweiten Tetraeders bezeichnen. 

52. Man soll die Relation angeben, welche die 
sechs Bogen grösster Kreise zwischen vier Punkten 
einer Kugel verbindet. 

Derselbe Gang wie im Artikel 50 unter Substitution der entspre- 
chenden Formeln der sphärischen Trigonometrie liefert für с, В, у, 
0, ғ, ф als die cosinus der sechs fraglichen Bogen die Relation 

а? + В? + y? + д? + є? + gp? 21: a? 02 — Gei — уф? 
+ 2aßðe + Zeg + Zeie — 2aßy — 2ағр — 28дф 
== 2 yde zum 

Die nämliche Relation kann folgendermaassen bewiesen wer- 
den: Wenn die Richtungscosinus der Radien der vier Punkte 

cos ау, соз В,, cos Du, 
COS а,, бов В,, COS у,, 
соз œ, COS P}, соз Y3, 
соз @,, COS P,, соз у, 


sind, so können wir aus dieser Gruppe von Elementen nach der im 
Artikel 13 der „Vorlesungen“ gegebenen Methode eine Determinante 
bilden, deren Werth identisch verschwindet und welche wegen > 


cos oi + cos ß? + cos y? = 1, 
соз а; соз с, + соз соз В, + соз у, соз y, == cos ab, ete. 
die Form annimmt 


1 , cos ab, соз ас, cos ай! 
cos ba, 1, соѕ be, cos Б | 
| соз са, cos ch, 1 „ coscd 
‚cos da, cos db, cos de, 1 


== 0, 


die den obigen Werth wiedergiebt. Man vollendet ihre Symmetrie, 
wenn man die Hauptelemente 1 durch cos aa, cos bb, еіс. ersetzt. 
Diese Determinante geht z. В. auch als Resultat der linearen Eli- 
mination von 4, В, С, D aus den Gleichungen 
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а ШГ 


В соз ab + С cosac + Р сох od, 
С соз bce + D cos bd + А соѕ ра, 
D соз са + А соз са + В cos ch, 
А соз da + В cos db + С cos de 


hervor, welche für 4, B, C, D als die Flächen des Tetraeders 
und ab, bc, еіс. als die von denselben eingeschlossenen Winkel 
den bekannten Satz ausdrückt, dass jede Fläche gleich der Summe 
der auf sie projectierten drei andern Flächen ist; denn man geht 
von dieser Betrachtung zur Kugel über, indem man die Normalen 
vom Gentrum auf diese vier Ebenen mit der Kugel zum Durch- 
schnitt bringt. j 


E ce bb 


IN 


53. Man soll den Radius der einem Tetraeder um- 
geschriebenen Kugel finden. 
Die Seite а des Tetraeders ist die dem Bogen vom cosinus 


== а entsprechende Sehne, also 


a? 


= 
mit analogen Ausdrücken für В, y, etc. Durch die Substitution 
dieser Werthe liefert die Formel des letzten Artikels die Gleichung 
FF, EHE + eege ef ` 0*) 
Ah 162° fe AN 
welche in Determinantenform geschrieben für das Product Fr des 
Tetraedervolumens in den Radius der ungeschriebenen Kugel die 
Relation giebt 


а = 


РА ы 
Béi (ie ik, 


somit für 
ad + be + ef = 25 
8 (5 — ай) (S—be) (5 — ef), 
36 ҮЗ i 


az 

*) Die Voraussetzung r == X führt dann auch sofort auf die Relation 
der Artikel 50, 51 zurück. 

*®) Die Vergleichung dieses Ausdrucks mit dem entsprechenden der 
Dreieckslehre lässt den folgenden Vergleich aussprechen: Das sechs- 
fache Product aus dem Inhalt des Tetraeders in den Halb- 
messer der umgeschriebenen Kugel ist dem Inhalt eines 
Dreiecks gleich, welches die Producte aus den Längenzah- 
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oder in der am Schlusse des Artikel 51 angewendeten Bezeich- 
nung 

10, oeh ёз? ец? 

ga, 0, ез, ез? 


pa Bak 
— 576 Hir == 2 
2 2 

gau, Ga, 0, ёз 


А 
(eu, guy cu, 0 


in welcher sie (vergl. Artikel 51) als ein speeieller Fall der allge- 
meineren Relation für das Produet der Volumina zweier Tetraeder 
mit den Radien ihrer umgeschriebenen Kugeln und dem cosinus 
des Winkels œ, unter welchem dieselben sich schneiden, erhalten 
wird: 


2 2 2 2| + 
Gu, Da, Dua, ец |”) 


1 

e Ba Bag, е2, 2.2 
576 Ё V'rr cos Ф = К Ка = ai 
ез, ёзу, ёзу, Ca 

2 2 2 2 

Zu: fg: бү, Cu | 

Diese Relation liefert für 

op = ki 

die Bedingungsgleichungen der äussern oder innern Berührung 
der beiden umgeschriebenen Kugeln und für 


л 

2 

durch das Verschwinden der rechts stehenden Determinante die 
Bedingung, unter welcher die beiden bezeichneten Kugeln zu ein- 
ander orthogonal sind. 

Da die Theorie des Tetraeders zahlreiche Uebungsaufgaben 
darbietet, so wollen wir hier als Beispiel einer solchen hinzufügen, 
dass die kürzeste Entfernung zwischen zwei Gegen- 
seiten eines Tetraeders mit dem Quotienten aus dem 
sechsfachen Volumen desselben durch das Produet 
der Längen der Gegenseiten in den sinus des von ihnen 


OD = 


len der Gegenkanten des Tetraeders zu den Längenzahlen 
seiner Seiten hat. Wir wollen durch denselben auf die mannichfal- 
tigen Analogien dieser Art hinweisen, die zwischen Dreieck und Tetraeder 
bestehen, und merken an, dass einige derselben in Crelle’s „Sammlung 
mathematischer Aufsätze und Bemerkungen“ Bd. Т, 3. р, 105f. dargestellt 
sind; sie bieten Uebungen dar durch den Anreiz, den sie zur Uebertragung 
in die neuere Form ertheilen. 


+) Vergl. Siebeck, „Journal f. d. r. u. a. Math.“ Bd. XLII, р. 151 f, 
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gebildeten Winkels übereinstimmt, und wir erinnern zum 
Beweise dieses Satzes nur an die Relationen 

2ad cos ) = B + е? — с? — P 

2be соз ф = с? + /?% — а? — 4, 

Zef cos y == а? + 4 — L — e. 

Der Anblick derselben zeigt unmittelbar, dass die Rechtwink- 
ligkeit zweier Paare von Gegenkanten auch die des dritten Paares 
bedingt und dass dann die Summe der Quadrate der Paare der 
Gegenkanten gleich gross ist. 

Anmerkung.. Im Anschluss an die Erinnerung an die Geo- 
metrie des ebenen Dreiecks, welche die soeben für den Radius 
der umgeschriebenen Kugel entwickelte Formel hervorruft und 
an den ganzen Gang der Entwickelung in diesen Artikeln, mag 
hier bemerkt werden, dass auch die Determinante des vorigen 
Artikels noch auf eine bemerkenswerthe Weise in diesem vor- 
und rückwärtsschauenden Zusammenhange steht. Wir haben an- 
gegeben, wie von ihr aus die Relation zwischen den sechs Ab- 
ständen von vier Punkten einer Ebene hervorgeht. Wenn wir 
nun bemerken, dass so wie hier vom Tetraeder zum sphärischen 
Viereck und durch Verschwinden einer Dimension zum ebenen 
Viereck eine analoge Entwickelung vom ebenen Dreieck zu drei 
Punkten eines grössten Kugelkreises und von da durch Verschwin- 
den einer Dimension zu einer allgemeinen Relation zwischen den 
Abständen von drei Punkten einer Geraden führt, so kann man an 
eine Fortsetzung dieses Gedankenganges nach einem idealen Raume 
von vier Dimensionen denken, um dann durch Verschwinden einer 
Dimension in den anschaubaren Raum dreier Dimensionen zurück- 
zukehren, um eine Relation zwischen den gegenseitigen Entfernun- 
gen von fünf Punkten im Raume zu gewinnen. 

Das ebene Dreieck giebt die sich selbst erklärenden Formeln 

== } соѕ С + с соѕ В, 
р = с соѕ 4 EL а соѕ С, 

== а cos B + b сов А, 
und die Elimination von a, b. с die mehrfach erwähnte Relation 
zwischen den Winkeln eines Dreiecks 


а 


Га 


— 1, соѕ С, соѕ В 
cos С, — 1, cosd 
cos В, cos 4, — 1 
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Der Uebergang zur Kugel giebt die Relation zwischen den 
gegenseitigen sphärischen Entfernungen von drei Punkten eines 
grössten Kreises 

1 ,cosab, cos ac 
cos ba, L:s бов бе| ж= (К 
|соз са, cos cb, 1 | 


und der durch die Substitution 


cos ab = 1 — 


und nachherige Annahme 

=з ас 
vollzogene Uebergang zur Ebene die Relation zwischen den Ab- 
ständen dreier Punkte einer Geraden 


Е ПЕ РУ! | 
KL "07 ob, ас? 
1, ab’, 0, be 
1; ac”, bc, 0 | 

Die algebraische Analogie giebt dann anderseits 


| 1, соз аф, соз ас, cos ad, cos ae | 
| cos ba, 1 ,cosbe, cos ра, cos be 

cos ca, cos ch, 1 , coscd, cos ce| = 0 
а da, cos db, cos de, 1 , cosde 


cos ea, соз ер, соз ес, соѕ ed, 1 


und der entsprechende Uebergang die Relation zwischen den gegen- 
seitigen Abständen ab, ac, ete. von fünf Punkten a, b, etc. im 
Raume 

Hos Ly Же оч н 


= ec SE 
KE, РАР п ай, ae 


|1, ba’, 0, be, bd, Je 
St. са?, ch’, 0, cd’, се 
1, da’, db’, dei, 0, de 
ва; eb, ес?, еф, 0 

Man kann von ihr zu der Relation des vorigen Artikels zu- 
rückkehren und sie auch anderweit bestätigen; sie liefert für fünf 
Punkte einer Kugellläche die Relation ihrer sphärischen Distanzen 


Salmon, Anal. Geom, d. Raumes, 5 
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were 
ea, 0, ab’, ас?, ad 
eb’, ab’, 0, be, ba’ 
sc, аб, wè, 0, cÈ) 
led, ad, Ы, сф, о | 
von der man durch Substitutionen wie oben zu einer Relation zwi- 
schen den gegenseitigen Abständen von vier Punkten eines Kreises 
übergehen kann *). 


*) Vergl. „Cambridge Mathem. Journal“ Vol. П, р. 267 (1842); „Quar- 
terly Journal of Мает.“ Vol. III, р. 275, р. 283 (1860). Siebeck а.а. О, 
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IV. Kapitel. 


Allgemeine Eigenschaften der Flächen zweiten 


Grades. 


54. Wir schreiben die allgemeine Gleichung vom zweiten 
Grade in der Form 


ax? + by? + cz? + äis + 2mzæ + Incy + 2px 

И + 24у + 2 + d = 0. 

Sie enthält zehn Glieder und da durch Division einer der 
Goeflieienten der Einheit gleich gemacht werden kann, so erkennt 
man neun Bedingungen als hinreichend zur Bestim- 
mung einer Fläche zweiten Grades oder, wie wir sie ab- 
kürzend nennen könnten, einer quadratischen Fläche. Wenn z. B. 
neun Punkte der Fläche gegeben sind, so erhalten wir durch die 
successive Substitution der Coordinaten eines jeden in die allge- 
meine Gleichung neun Gleichungen, welche zur Bestimmung der 


Е fix pe zem З 
neun unbekannten Grössen —, —, еіс. hinreichend sind. 
a а 


In derselben Art erkennen wir die Anzahl der zur Bestim- 
mung einer Fläche n'" Grades nothwendigen Bedingungen als 
um eins kleiner als die Anzahl der Glieder in der allgemeinen 
Gleichung n'™® Grades. Die Gleichung einer Fläche zweiten Gra- 
des kann auch (siehe Artikel 34) als eine homogene Function der 
Gleichungen von vier gegebenen Ebenen æ, у, z, w in der Form 

ох? + by? + c2? + dw? + Uyz + Amzx + 2nay 

+ раю + ?ду + 2rzw = 0 
ausgedrückt werden, denn die neun unabhängigen CGonstanten die- 
ser Gleichung können so bestimmt werden, dass die Fläche durch 
neun gegebene Punkte geht, d. i. jede gegebene Fläche zweiten 
Grades kann durch sie dargestellt werden. 
5* 
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Man kann durch Einführung der linearen Einheit œ jede 
Gleichung in x, y, z homogen machen und erreicht in zahlreichen 
Fällen durch die Anwendung solcher Gleichungen eine grössere 
Symmetrie der Resultate. 

Die consequente Anwendung von Indices lässt die vier Ver- 
änderlichen der homogenen Form durch «ү, y, жу, жү bezeich- 
nen und die allgemeine Gleichung 

ouni + азау? + аза? + am? 
: + 24,52% + 20,22, + 241422; 
+ 243252; + 2ayazay + 2ayaya, = 0 
symbolisch durch 
Ха;; vitj = 0 (tij = ан, Ee 1592,85 4) 
darstellen; an einigen wichtigen Stellen soll Rücksicht auf diese 
Bezeichnung genommen werden. 

Der Einfachheit wegen beginnen wir aber mit der Anwen- 
dung gewöhnlicher Cartesischer Coordinaten. 

55. Die Coordinaten werden zu beliebigen neuen paralle- 
len durch einen Punkt ж, у, z gehenden Achsen trans- 
formiert, indem man 

s+d,y+ty,z+7’füra,y,z 
respective substituirt. (Artikel 15.) 

Das Resultat dieser Substitution ist, dass die Coefficienten der 
höchsten Potenzen der Veränderlichen (a, b, c, l, m, n) unver- 
ändert bleiben, dass das neue absolute Glied mit dem Resultat 
der Substitution von г, у, т für æ, у, z in die gegebene Glei- 
chung übereinstimmt, welches wir durch U’ bezeichnen; dass der 
neue Coefficient von x 


—=2 (ax + пу + тг + p) oder er 


~ dr 


und in derselben Weise die neuen Coefficienten von y und z respec- 
tive gleich 


au und a 
dy’ dz’ 


sind. 
56. Wir können die allgemeine Gleichung zu Роіаг-Соог - 
dinaten transformieren, indem wir 
woa JEE E 


< 


setzen (wo für rectanguläre Achsen А, B, C respective gleich 
8 b р D 
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cos «, cos В, cos у und für schiefwinklige Achsen nach der An- 
merkung des Artikel 11 4, B, С allgemein Funetionen der Winkel 
sind, welche die Linie mit diesen Achsen einschliesst); die Glei- 
chung wird dadurch А 

о? (ad? + bB? + cl? + UBC + 2тСА + 2nAB) 

+ 20 (p4 + 48 + тС)+ а = 0, 

und liefert nach ihrer Natur als quadratische Gleichung für die 
-Länge des einer gegebenen Richtung entsprechenden Radius vector 
zwei Werthe; da jeder beliebige Punkt als Anfangspunkt der Coordi- 
naten gewählt werden kann, so beweist sie, dass jede gerade Li- 
nie eine Fläche zweiten Gradesin zwei Punkten schnei- 
det, wie wir schon früher (Artikel 20) erkannt haben. 

57. Wir betrachten zuerst den Fall, wo der Anfangspunkt der 
Coordinaten in der Fläche liegt, also d == 0 und eine der Wurzeln 
der eben erhaltenen_quadratischen Gleichung gleich Null ist; wir 
suchen die Bedingung, unter welcher der Radius vector 
die Fläche im Anfangspunkt der Coordinaten berührt. 

Da in diesem Falle die zweite Wurzel unserer quadratischen 
Gleichung ebenfalls gleich Null sein muss, so ist 

på + gB + "С = 0 
die fragliche Bedingung. Sie geht durch Multiplication mit ß und 
Wiedereinführung von ж, y, z für 40, Bo, Co in die Form 

рх + qy + т = 0 
über und drückt оїепраг aus, dass der Radius vector in einer 
gewissen festen Ebene liegt. Und da A, B, € keiner andern als ` 
der eben geschriebenen Beschränkung unterliegen, so muss jeder 
durch den Anfangspunkt der Coordinaten gehende und in dieser 
Ebene gelegene Radius vector die Fläche berühren. 

Wir erkennen, dass in einem gegebenen Punkte einer 
Fläche zweiten Grades unendlich viele Tangenten der- 
selben gezogen werden können und dass dieselben 
allein einer Ebene liegen, welche die Tangentenebene 
in diesem Punkte genannt wird. 

Wenn die Gleichung der Fläche in der Form 

Ha + u = 0 
geschrieben wird, in welcher die Glieder vom ersten und die vom 
zweiten Grade in den Veränderlichen gesondert sind, so ist 
u == 0 
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die Gleichung der Tangentenebene im Anfangspunkt der Coordi- 
naten. 

58. Wir können die Gleichung der Tangentenebene 
der Fläche in einem beliebigen ihrer Punkte 2, wd 
durch Transformation der Coordinaten finden; denn durch Ver- 
legung des Anfangspunktes nach diesem Punkte verschwindet das 
absolute Glied und die Gleichung der Tangentenebene ist (Artikel 56) 


e E = au’ 
dx’ + у 2, 69 


oder durch den EE zu CR alten Achsen 
du’ a aU „ du’ 
(2 — а) — (у — Seng =) ——, = 0. 
(2—8) аә + (0 ln fasse 0 
Durch Einführung der Lineareinheit о kann dieselbe Gleichung 
in einer vollkommener symmetrischen Gestalt gegeben werden; 
denn nach der Natur einer homogenen Function und weil 2, у, z 


der Gleichung der Fläche genügen, haben wir 

D SS +” А + 2 SH + о 10, — ES Raat 
und erhalten durch Addition dieser Gleichung zu der zuletzt ge- 
fundenen die Gleichung der Tangentenebene in der Form 

«р + у + z eh „уш, 

oder entwickelt 

x (ax + пу + т + p) + у (па + by +i +g 
+ z (m + ly + сг + т) tpt + y +r? kd = 0. 

Indem man bemerkt, dass diese Gleichung in Bezug auf die 
Gruppen 2, y, z und a, y’, z’ symmetrisch ist, findet man, dass 
sie auch in der Form 


Cp dU dU ‚40 ‚40 
ur! CAE ad Se 
geschrieben werden kann. 

59. Man soll den Berührungspunkt einer Tangente 
oder Tangentenebene bestimmen, welche durch einen 
gegebenen nicht in der Fläche liegenden Punkt a, у, z 
geht. 

Die zuletzt gefundene Gleichung drückt eine zwischen æ, y, 
z, œ, den Coordinaten eines beliebigen Punktes der Tangenten- 
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ebene, und ж, у, z, œ als Coordinaten ihres Berührungspunktes 
bestehende Relation aus; und um auszudrücken, dass die ersteren 
Coordinaten gegeben und die letzteren gesucht sind, haben wir 
nur die Accente der ersteren zu beseitigen und sie den letzteren 
beizufügen. Wir finden also, dass der Berührungspunkt 
in der dureh 

„ ? Р * 
к р фи ӨГ аа 
dargestellten Ebene liegen muss; sie wird die Polar- 
ebene des gegebenen Punktes genannt, indem man zugleich 
diesen als ihren Pol bezeichnet. 

Da der Berührungspunkt keiner andern Bedingung als dieser 
zu genügen hat, so gehen die Tangentenebenen der Fläche in 
allen ihrer Durchschnittseurve mit der Polarebene angehörigen 
Punkten durch den Pol, und die gerade Verbindungslinie eines 
Berührungspunktes mit dem gegebenen Punkte ist eine Tangente 
der Fläche. Die Gesammtheit aller dieser Verbindungslinien, 
d. i. die Schaar der Tangenten, welche durch den gegebenen 
Punkt an die Fläche gezogen werden können, bildet den diesem 
Punkte entsprechenden Tangentenkegel oder Berührungs- 
kegel der Fläche). 

60. Die Polarebene kann auch als der Ort der har- 
monischen Mittel der durch den Pol gehenden Radien 
vectoren der Fläche definiert werden. 

Untersuchen wir nämlich den Ort der Punkte der harmoni- 
schen Theilung für die durch den Anfangspunkt gehenden Radien 
vectoren, bezeichnen wir durch a, о” die Wurzeln der quadra- 
tischen Gleichung des Art. 56 und durch ọ den Radius vector des 
fraglichen Ortes, so ist 


x 


vw 
ke 
— 


2 __ 2(4p+B4 + Сг) 
0те «0 o d У 
d. i. durch Rückkehr zu den 2, y, z Coordinaten 


pe: + gy tr kd == 0 


*) Eine Fläche, die durch Bewegung einer geraden Linie erzeugt wird, 
die stets durch einen festen Punkt geht, heisst ein Kegel und der be- 
zeichnete feste Punkt der Scheitel- oder Mittelpunkt der Fläche. Ein 
Cylinder ist der Grenzfall eines Kegels, welcher dem Uebergang des 
Scheitels in unendlich grosse Entfernung entspricht. (Artikel 22.) 
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oder die Gleichung der Polarebene des Anfangspunktes, die auch 
aus der entwickelten Gleichung des Artikel 58 für 

Pe =r E 

hervorgeht. 

Aus dieser Definition der Polarebene ist evident, dass für 
jeden durch einen gegebenen Punkt gehenden ebenen 
Schnitt einer Fläche die Polare des Punktes in Bezug 
auf die Schnitteurve durch den Durchschnitt der 
Ebene des Schnittes mit der Polarebene des Punktes 
gegeben wird; denn der Ort der harmonischen Mittel aller durch 
diesen Punkt gehenden Radien vectoren enthält nothwendig auch 
den Ort der harmonischen Mittel derjenigen Radien vectoren, wel- 
che in der Schnittebene liegen. 

61. Wenn die Polarebene eines Punktes А den Punkt 
B enthält, so geht die Polarebene des Punktes B durch 
den Punkt A. 

Denn da die Gleichung der Polarebene in Bezug auf x, y, z 
und A, y, z symmetrisch ist, so erhalten wir oflenbar dasselbe 
Resultat durch die Substitution der Coordinaten des zweiten Punktes 
in die Gleichung der Polarebene des ersten, als durch die der Coor- 
dinaten des ersten in die Gleichung der Polarebene des zweiten: 

Der Durchschnitt der Polarebenen von 4 und B ist eine ge- 
rade Linie, welche wir die Polarlinie der Geraden AB in 
Bezug auf die Fläche nennen wollen. 

Man sieht, dass die Polarlinie von AB der Ort der Pole 
aller der Ebenen ist, welche durch die Linie 42 gelegt werden 
können. 

Es ist nicht schwer, die Gleichungen solcher Linien darzu- 
stellen. Man kann nach dem Winkel fragen, den sie mit einander 
bilden und erkennt, dass eine Fläche zweiten Grades existiert, 
für welche jede gerade Linie auf ihrer Polare rechtwinklig steht: 
Es ist die Kugel. Wir erinnern an die allgemeine Theorie der 
Winkelgrössen in der „Analyt. Geom. d. Kegelschnitte“ Artikel 448. 

62. Wenn in der Originalgleichung nicht nur 

а= 0 
sondern auch 
р=дд=г= 0 
sind, so wird die gefundene Gleichung der Tangentenebene (Artikel 
58) illusorisch, weil jedes ihrer Glieder verschwindet und keine 
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einzelne Ebene als die Tangentenebene der Fläche” im Anfangs- 
punkt der Coordinaten bezeichnet werden kann. Denn der Соеѓӣ- 
cient von о (Artikel 56) verschwindet für jede dem о beigelegte Rich- 
tung, jede durch den Anfangspunkt der Coordinaten gehende gerade 
Linie schneidet die Fläche in zwei zusammenfallenden Punkten, 
d. h. der Anfangspunkt ist ein Doppelpunkt in der 
Fläche. 

In dem gegenwärtigen Falle bezeichnet die Gleichung einen 
Kegel, der den Anfangspunkt zum Scheitel hat; in der 
That thut diess jede in x, у, = homogene Gleichung. Denn wenn 
eine solche durch die Coordinaten x, y, z< befriedigt wird, so 
genügen ihr auch die Coordinaten Rx’, Ву, Rz’ (wo R eine beliebige 
Constante ist), d. h. die Coordinaten aller Punkte der geraden Ver- 
bindungslinie des Punktes (2, A. 2) mit dem Anfangspunkt; diese 
Verbindungslinie liegt somit ganz in der Fläche und dieselbe muss 
unendlich viele gerade Linien enthalten, welche durch den Anfangs- 
punkt gehen. 

Die Gleichung der Tangentenebene für irgend einen Punkt 
dieser Kegelfläche k ann in den Formen 


du’ du’ 
“ir ‚ty ау Ф "Cem 0, 

‚ dU , dU ‚аб 
* de + у ау м, u. 


geschrieben werden, von denen die erste durch den Mangel des 
absoluten Gliedes anzeigt, dass die Tangentenebene in einem 
beliebigen Punkte des Kegels durch den Anfangspunkt 
geht, während die zweite ausdrückt, dass die Tangenten- 
ebene in irgend einem Punkte Le, у, 2) die Fläche in 
jedem Punkte der geraden Linie berührt, welche den 
Punkt (ж, y, 2) mit dem Scheitel verbindet, weil sie noch 
die nämliche Ebene repräsentiert, wenn man für а, у, z respec- 
tive Ra’, Ву, В: substituiert. 

Wenn der Punkt (а, у, т) nicht in der Fläche liegt, so 
repräsentiert die zuletzt betrachtete Gleichung die Polarebene die- 
ses Punktes und man erkennt in gleicher Weise, dass die Polar- 
ebene jedes Punktes durch den Scheitel des Kegels 
geht, und dass alle Punkte, die in derselben geraden 
durch den Scheitel gehenden Linie gelegen sind, die 
nämliche Polarebene haben. 
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Um dalfer die Polarebene eines Punktes in Bezug auf einen 
Kegel zu finden, haben wir nur irgend einen ebenen Schnitt durch 
diesen Punkt zu legen und die Polarlinie des Punctes in Bezug 
auf die entsprechende Schnitteurve zu bestimmen; die durch sie 
und den Scheitel gehende Ebene ist die fragliche Polarebene, denn 
es ward im Art. 60 bewiesen, dass die Polarebene die Polarlinie 
enthält, und jetzt erkannt, dass sie zugleich durch den Scheitel 
des Kegels geht. 

63. Wir können leicht die Bedingung entwickeln, unter 
welcher die allgemeineGleichung zweiten Grades einen 
Kegel repräsentiert. 

Denn unter dieser Voraussetzung muss es möglich sein, durch 
Transformation der Coordinaten die neuen Coefficienten р, g, r, d 
zum Verschwinden zu bringen; die Coordinaten des neuen Anfangs- 
punktes, d. i. des Scheitels, müssen daher (Art. 55) die Bedin- 
gungen 
a 0, ду? = 0, 2 0, V=0 
erfüllen, deren Letztere in Verbindung mit den übrigen mit der 


Bedingung 
au’ 


—ö0 
do’ 


identisch ist. Wenn wir aber æ, y, z aus den vier Gleichungen 


ax + ту + т + р == 0, 
n + by + G + д = 0, 
ma {+ ly + e 4 г = 0, 
ре + y kr + а = 0 


eliminieren, so erhalten wir die fragliche Bedingung in der Form 
einer Determinante 

ja, n, m, p| 
п. 0.70. 04 
1..5 1] et 
|р, АКЫР d 


oder entwickelt 


Рр? + т? + ail — 2mgnr — 2nrip — 2lpmy 
+ abcd + 2algr + 2bmpr + 9спру + 2 тп — Ьер? 
— саф? — abr? — ad? — Бат? — сіп? = 0, 
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welches die Diseriminante und zugleich die Hesse’sche Determi- 
nante der gegebenen Gleichung ist.*) 
In der Bezeichnung mit den Coordinaten жү, ж, y ©, (Artikel 

54) ist sie durch 

ауу, Чү), аз, 41| 

aaj» ә» @уз, (д 

азу, U32» 433, аз 

Gu, ауу, 443, а, | 


sehr einfach ausgedrückt. 

64. Wir kehren nun zur Betrachtung der quadratischen Gleich- 
ung des Artikel 56 zurück, und untersuchen unter der Voraus- 
setzung, dass d nicht verschwindet, die Bedingung, unter wel- 
cher der Radius vector im Anfangspunkt halbiert wird. 

Es ist dazu nothwendig und hinreichend, dass der Coefli- 
cient von о in dieser Gleichung mit Null identisch ist, weil wir 
dann aus ihr für o numerisch gleiche МегШе mit entgegenge- 
setzten Vorzeichen erhalten. Die verlangte Bedingung ist daher 

РА + 4B + 6 == 0; 
mit о multiplieiert zeigt sie, dass der Radius vector dann in der 
Ebene 

px {+ qy +rz:=0 
liegen muss. Nach Artikel 60 schliessen wir daraus, dass jede 
durch den Anfangspunkt der Coordinaten in einer zur 
Polarebene desselben parallelen Ebene gezogene ge- 
rade Linie im Anfangspunkt halbiert wird. 

65. Unter den gleichzeitig geltenden Voraus- 
selzungen 

ps, 4 = 0, г=0 
wird jede durch den Anfangspunkt gehende gerade 
Linie in ihm halbiert und der Anfangspunkt wird dann 
das Gentrum der Fläche genannt. 

Jede Fläche zweiten Grades hat im allgemeinen 
ein und nur ein Gentrum. Denn wenn wir durch Transfor- 
mation der Coordinaten die Coeflicienten р, g, r der allgemeinen 
Gleichung auf den gemeinschaftlichen Werth Null bringen wollen, 
so erhalten wir die drei Bedingungsgleichungen 


*) Vergl. „Vorlesungen“, Artikel 57, 62, 81, 97, 161. 
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= = 


au’ e , А 
— = а: + пу {+ т + р = 0), 
dr d 
GEET EE 
22. = mx + ly ke + г = 0, 


welche zur Bestimmung der drei unbekannten Grössen A, у, z 
nothwendig und hinreichend sind. Man erhält für die Abkür- 


zungen 
= p (P — be) + 9 (en — Im) + г (bm — In), 


p(en—Im) + q (т? — ca) + r (al —mn), 
== p(bm— In) + q (al — mn) + r (п? — ab), 
== abe + 21тп — al? — bm? — сп? 


> N DR 
| 


oder, wenn durch 4 die Diseriminante 


BEN, т, p| 


Bi RÉI 5 d 
Me rj 
br, di 
bezeichnet wird, 
dd ал ал dd 
SHA ers 7 ne SE 
degen a Steen аа? 
die Werthe der Coordinaten des Gentrums 
& У 7 


Man sieht leicht, dass die äquivalenten Ausdrücke in der Be- 
zeichnung mit Indices sind 


ауу, ауу, ау; 


Ki Cl KEE == d. 
аз, 93, аз» 
ал ал ал 
2a, == дар’ Ze, = даз’ 20, = da,, 
und dass 
Di a E 


die Coordinaten des Centrums bezeichnen. 
Für 
ô = 0 


http://rcin.org.pl 


= ÉIS 


werden diese Coordinaten unendlich gross und die Fläche besitzt 
kein im endlichen Raume gelegenes Gentrum.*) 

Wenn wir die Originalgleichung in der Form 

и + ш + ц = 0 

schreiben, in der wir die Glieder vom zweiten und ersten Grade 
und die vom Grade Null unterscheiden, so ist offenbar д die Dis- 
eriminante des Polynoms u,. 

66. Man soll den Ort der Mittelpunkte der Sehnen 
finden, welche einer gegebenen geraden Linie 


= y 


parallel sind. 

Wenn wir den Anfangspunkt der Coordinaten nach irgend 
einem Punkte des fraglichen Ortes verlegen, so müssen die neuen 
Coefficienten p, 9, r die im Artikel 64 gefundene Bedingung 


р4 + gB + тС == 0 
erfüllen und daher ist nach Artikel 55 die Gleichung des Ortes 


dU dU 


Diese Gleichung bezeichnet eine durch den Durchschnittspunkt 
der Ebenen 


*) Wenn die Hesse’sche Determinante Д und die Derivierte derselben 
nach dem Elemente d, d.i. ö, zugleich mit Null identisch sind, so hat man 
eine Cylinderfliche. Wenn, wie es möglich ist, die Zühler dieser Brüche 
gleichzeitig mit dem Nenner derselben verschwinden, so sind die Coordi- 
naten des Centrums unbestimmt und die Fläche besitzt unendlich viele 
Centra. So dann, wenn die drei Ebenen 


av au au 
ах’ ау’ dz 
durch dieselbe gerade Linie gehn; dann ist jeder Punkt in dieser Linie ein 
Centrum. Die Bedingung, unter welcher diess eintritt, kann in der Form 
a,n,m,p 
2, E 
m, 1, c,r 


Ss 


geschrieben werden, welche das gleichzeitige Verschwinden der vier De- 
terminanten bezeichnet, die aus den geschriebenen vier Verticalreihen 
gebildet werden können. Wir kommen im folgenden Kapitel auf diesen 
Fall zurück. 


http://rcin.org.pl 


AE ECH наси 

de dy dz 
d. h. durch das Centrum der Fläche gehende Ebene; wir benen- 
nen sie als die der gegebenen Richtung der Sehnen con- 
jugierte Diametralebene der Fläche. 

Wenn irgend ein Punkt in dem durch den Anfangspunkt der 
Coordinaten in der gegebenen Richtung gezogenen Radius vector 
die Coordinaten 2, y, z hat, so kann die Gleichung der Diame- 
tralebene in der Form 

СЕП ‚ dU ‚ dU 
е а А У de, 
geschrieben werden. 

Die Gleichung der Polarebene des Punktes Rx’, Ву, Rz 

wii dU ‚dU ‚dU aU 
m tR a ы ы =% 
giebt aber, durch R dividiert und für unendlich wachsendes R 
die nämliche Gleichung; welches zeigt, dass die Diametral- 
ebene die Polarebene des unendlich entfernten Punk- 
tes der gegebenen geraden Linie ist, wie wir duch mit- 
telst geometrischer Betrachtungen hätten beweisen können. (Vgl. 
„Analyt. Geom. d. Kegelschnitte“ Artikel 330 f.) 

In derselben Weise wird erkannt, dass das Centrum der 
Pol der unendlich entfernten Ebene ist; denn wenn der 
Anfangspunkt das Centrum der Fläche ist, so wird (Artikel 60) 
die Gleichung seiner Polarebene 

ER 
welche nach Artikel 25 eine unendlich entfernte Ebene reprä- 
sentiert. 

Wenn speciell die gegebene Fläche ein Kegel ist, so fällt die 
Ebene, welche alle einer durch den Scheitel gehenden festen Ge- 
raden parallelen Sehnen halbiert, mit der Polarebene irgend eines 
Punktes dieser Linie zusammen. Wir haben früher erkannt, dass 
allen Punkten einer solchen Geraden dieselbe Polarebene entspricht 
und finden jetzt in Uebereinstimmung damit, dass die Polarebene 
ihres unendlich entfernten Punktes d. i. die ihr conjugierte Dia- 
metralebene die nämliche ist. 

67. Die Ebene, welche die der Achse der x parallelen Seh- 
nen halbiert, wird durch die Voraussetzungen 


http://rcin.org.pl 


2=V0, Gest 


oder 
ах + пу + mz + p = 0;#) 
sie ist der Achse der y parallel, wenn 
a, 


ist. Diess ist aber auch die Bedingung, unter welcher die der 
Achse der у conjugierte Diametralebene der Achse der æ parallel 
ist; d.h. wenn die einer gegebenen Richtung conju- 
gierte Diametralebene eine andere Richtung enthält, 
so enthält die dieser letzteren Richtung conjugierte 
Diametralebene auch die erste Richtung. 

Wenn n == 0 ist, so sind offenbar die Achsen der æ und y 
einem Paare von conjugierten Durchmessern des durch die Ebene 
ау bestimmten Schnittes parallel, und man erkennt ausserdem, 
dass die jedem dieser Durchmesser conjugierte Diametralebene den 
andern enthält; denn der Ort der Mittelpunkte aller Sehnen der 
Fläche, welche einer gegebenen Geraden parallel sind, schliesst 
nothwendig den Ort der Mittelpunkte aller der Sehnen dieser Art 
ein, welche in einer gegebenen Ebene enthalten sind. 

Drei Diametralebenen heissen conjugiert, wenn 
jede von ihnen zur Durehschnittslinie der beiden an- 
dern conjugiert ist; und drei Durchmesser heissen 
econjugiert, wenn jeder von ihnen conjugiert ist der 
Ebene der beiden andern. 

Wir erhalten also ein System von drei conjugierten Durch- 
messern, wenn wir zu zwei conjugierten Durchmessern eines be- 
liebigen ebenen durch das Centrum geführten Schnittes den der 


*) Daraus folgt, dass die Ebene 
& >= ї} t 
die der Achse der x parallelen Sehnen halbiert, wenn 
se u. west 7р = 0 

ist; oder wenn die Originalgleichung keine ungerade Potenz von = ent- 
hält. Es ist überdiess offenbar, dass diess der Fall sein muss, damit für 
beliebige bestimmte Werthe von y und z gleiche und entgegengesetzte 
Werthe für ж erhalten werden. 
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Schnittebene conjugierten Durchmesser gesellen. Für die gleieh- 
zeitig erfüllten Voraussetzungen 
i=0, т = D, л=0 

erhellt aus dem Anfang dieses Artikels, dass die Coordinatenebenen 
drei eonjugierten Diametralebenen parallel sind. 

Wenn wir die allgemeine Bezeichnung mil Indices anwenden, 
so sind für drei Ebenen 

Zu = 0, Za xı = 0, Zi; = 0 
eer E E E 

und жү, 25, ау, x, als die Coordinaten des Pols der ersten die 
Bedingungen 


ГА r r ГД r 
gun + аә + азу + am == оү, 
, ГА СА , € 
ах + а», + gan + gab == а, 
€ , € ГА + 
а + gesi: + азау + gan = «з, 


+ 
A 
= 
di 
| 
er 


r r Lé 

gun + ара + gut 

zu erfüllen, und wenn diese Coordinaten den Gleichungen der bei- 
den letzten Ebenen genügen, d. i. wenn man hat 


ГА 
ауу, а|›, 93, Ou: fi 


A 
шу, а), Gan, 01, Q2 


und ebenso 


> 
H 


so liegt jener Pol in der Durchsehnittslinie dieser Ebenen. 
Die analoge Betrachtung für die zweite und dritte Ebene fügt 


den vorigen Bedingungen noch die dritte 
1 me 
Gau, ajz. es Gig? @, 


„ 


, 
ТД Чы, а» 


| 
2 


Р 
Za: буз, Gg: Das Dy | Sep 


Li 
Zu: Aiz» fu: ац, © 


Bet, 20662.10 


hinzu, wenn die drei Ebenen ein conjugiertes System bilden, d. h. 
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E $1 === 


wenn die Durchschnittslinie von je zweien unter ihnen den Pol 
der dritten enthalten soll. 

Wenn die Fläche ein Kegel ist, so erhellt aus dem in den 
Artikeln 62, 66 Gesaglen, dass ein System von drei conjugierten 
Durchmessern eine beliebige Ebene in drei Punkten schneidet, von 
denen jeder der Pol der Verbindungslinie der beiden andern in 
Bezug auf die entsprechende Schnitteurve ist. 

68. Eine Diametralebene wird als Hauptebene be- 
zeichnel, wenn sie zu den Sehnen normal steht, zu 
denen sie conjugiert ist. 

Unter der Voraussetzung rectangulärer Achsen und für A, B, С 
als die Richtungseosinus der Sehne haben wir im Artikel 66 die 
Gleichung der entsprechenden Diametralebene 


A lax + ny + mz +p + В (па 4 у 4 1: +4) 
+ С (те 4 у + с 4 т) = 0 
erhalten und erkennen, dass dieselbe zur Sehne normal ist, wenn 


(Artikel 42) die Coeffieienten von ж, у, z respective proportional 
zu A, B, C sind, d. i. wenn die Gleichungen 


Аа + Вп + Ст = RA, 
An + Bb + б = ВВ, 
Am + ВІ + Се = RC 


bestehen. Wir können aus diesen in A, В, С linearen Gleichungen 
4, В, C eliminieren und erhalten zur Bestimmung уоп R 


а — В, SEL: т 
п ,b—R, / == 0 
| ж; 1 ,„e—R 


oder in entwickelter Form 


R — R(a+b+ec) + В (ab + be + ca — P — m? — п?) 


— (abe + 21ъп — al? — bm? — сп?) = 0. 


Die successive Einführung der drei durch diese Gleichung 
bestimmten Werthe von R in die vorigen Bedingungsgleichungen 
erlaubt uns die Bestimmung der entsprechenden Werthe von 
4: ВУ: 

Eine quadratische Fläche hat daher im Allgemei- 
nen dreiHauptdiametralebenen; die drei zu ihnen nor- 


Salmon, Anal, Geom. d. Raumes. 6 
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malen Durchmesser werden die Achsen der Fläche ge- 
nannt.*) 

Beispiel. Man soll die Hauptebenen von 

та? + 6y? + 52? — day — 4y: = D 

bestimmen. 

Die eubische Gleichung für R ist 

R? — 188° + 9R — 162 = 0, 
von den Wurzeln 
F T A 
Daher sind die drei Gleichungen 
714—2 B = RA, — А + 6B—2 C = RB, —2 B4 5C = RC. 
| Die Substitution 
R=3 
in dieselben liefert 
ZAUBERN 
und man erhält durch Multiplication mit о und durch Substitution von 2 
für 40, etc. für die eine der Achsen die Gleichungen 
Ол = Е 

Die durch den Coordinatenanfangspunkt, der hier mit dem Centrum 

zusammenfällt, gehende Normalebene zu dieser Geraden ist also 
x + 2y+ 22 = 0. 

In gleicher Art werden die beiden andern Hauptebenen gefunden, 

als von den Gleichungen 


2x — 2y+z=0, 227 +y— 22 = 0.**) 


*) In dem folgenden Kapitel werden wir die zur Bestimmung dersel- 
ben gewonnene Gleichung genauer discutieren, hier ist auf die „Vor- 
lesungen“ zu verweisen. 

**) Wenn U die Glieder vom höchsten Grade in der Gleichung be- 
zeichnet, und Р die Function 
(be — 2) а? + (са — т?) y? + (ab — п?) x? 
+2 (ef — al) yz + 2 (fd — bm) zæ +2 (de — сп) ху 
ausdrückt, so ist die Gleichung der drei Hauptebenen für das Centrum als 
Anfangspunkt der Coordinaten durch die Determinante 
2. H: H 
dÉ ау ай 
de" йу 427 |= 0 
ар ар ау! 
| ас? dy? dz | 
ausgedrückt. (Vergl. „Vorlesungen“, Artikel 149.) 
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69. Die von einer Fläche zweiten Grades mit pa- 

rallelen Ebenen bestimmten Durchschnittslinien sind 
‚einander ähnlich. 

Da jede Ebene zur Ebene der xy gewählt werden kann, so 
genügt für den Beweis die Betrachtung der durch diese gebilde- 
ten Schnitteurve, deren Gleichung dureh die Substitution 

== 0 

aus der Gleichung der Fläche abgeleitet wird. Der durch eine 
zu ihr parallele Ebene erzeugte Schnitt wird erhalten, indem man 
die Gleichung zu parallelen Achsen durch einen neuen Anfangs- 
punkt der Coordinaten transformiert und sodann = == 0 setzt. Und 
da bei einer solchen Transformation die Coefficienten der höch- 
sten Potenzen ungeändert bleiben, so erhalten wir in jedem Falle 
dieselben Coefficienten für ?, жу und у? und die Curven sind 
somit einander ähnlich. 

Wenn wir die Ebenen yz und zæ beibehalten und die Ebene 
xy parallel mit sich selbst verlegen, so wird der Durchschnitt 
dieser Ebene mit der Fläche durch die Substitution 

26 
in die Gleichung der Fläche ausgedrückt, weil offenbar dasselbe 
Resultat entspringt, wenn wir z + с für z und dann z == 0 ein- 
setzen, als wenn wir = == с sogleich substituieren. 

Was aus geometrischen Gründen offenbar ist, dass der Ort 
der Centra der parallelen Schnitte der zur Stellung 
ihrer Ebenen conjugierte Durchmesser der Fläche ist, 
lässt sich ebenfalls leicht algebraisch nachweisen. 

70. Wenn о, о” die Wurzeln der quadratischen Gleichung 


des Artikel 56 bezeichnen, so ist ihr Product оо” gleich dem 
durch den Coefficienten von о? dividierten d. Transformieren wir 
nun die Gleichung zu parallelen Achsen, um einen mit dem er- 
sten parallelen Radius vector zu betrachten, so bleibt der Coel- 
ficient von о? unverändert und das Product der beiden Меге 
der Radius vectoren ist dem neuen d proportional. 

Wenn also durch die gegebenen Punkte 4, B be- 
liebige parallele Sehnen gezogen werden, welche mit 
der Fläche die Punkte R, R’; S, S respective bestim- 
men, so sind die Producte RA. AR, SB. BS zu cinan- 
der in einem constanten Verhältniss, nämlich im Ver- 
hältuiss U’: U”, wenn wir dureh U’ und U” die Resul- 


6* 
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tate der Substitution der Coordinaten von A und B in 
die Gleichung der Fläche bezeichnen. 

71. Wir schliessen diess Kapitel mit dem Nachweis, wie die 
im Vorhergehenden aus der Discussion von geraden Linien aus 
dem Anfangspunkt der Coordinaten erhaltenen Sätze durch ein 
allgemeineres Verfahren erhalten werden können, welches dem in 
der „Analylischen Geometrie der Kegelschnitte“ Artikel 107 ange- 
wendeten analog ist. Wir bedienen uns dabei der grösseren Sym- 
metrie wegen homogener Gleichungen mit vier Veränderlichen. 

Man soll diePunkte bestimmen, in denen eine ge- 
gebene Fläche zweiten Grades durch die gerade Ver- 
bindungslinie der Punkte (г, у, 2, w), (£, у, 2”, w) 
geschnitten wird. 

Wir betrachten als unbekannte Grösse das Verhältniss /: m, 
nach welchem die bezeichnete Verbindungslinie in den Punkten 
getheilt wird, in denen sie die Fläche schneidet, so dass die Со- 
ordinaten dieses Punktes (Artikel 8) zu 


т + lx”, my + у, т: + iz”, mw + fe 
respeclive proportional sind; und wir erhalten durch Substitution 


dieser Werthe in die Gleichung der Fläche zur Bestimmung von 
1: m eine quadratische Gleichung 


"U + ImP + PU” = 0. 


In ihr werden die Coefficienten von ? und m?, wie es durch 
die Bezeichnung angedeutet ist, leicht als die Resultate der Sub- 
stitution der Coordinaten =”, y”, 2”, w” und а”, у, z, w in die 
Gleichung der Fläche erkannt; während der Coefficient von Im 


dureh Taylor’s Theorem oder in anderer Weise unter den Formen 


‚ dU” Ale „йй: ale: 
А Еч a Л at А "ыйл лын ` Ap 
„ dU’ „ aU „ .dU’ „ du’ 

E ` Aë +Y ау ha dei ти ан 


erhalten wird. Wenn man aus dieser quadratischen Gleichung 
die Werthe von 7: m bestimmt, welche ihr genügen, so liefert 
ihre Substitution in die Ausdrücke 


lm ` Im ’ 
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die Coordinaten der Punkte, in denen die gegebene gerade Linie 
die Fläche durchschneidet. 

72. Wenn der Punkt (а, y, z, w) der Fläche selbst ange- 
hört, so ist 


U= o 
und eine der Wurzeln der betrachteten quadratischen Gleichung ist 
l = 0; 


sie entspricht dem Punkte (ж, у, z, w), wie natürlich. Die Be- 
dingung, unter welcher auch die zweite Wurzel den Werth 2 = 0 
hat, ist 
Р = 0). 
Wenn also die Verbindungslinie der Punkte 


DI „ Hi 


Ge, у, 2, w), JW, #1, 2, 40°) 

die Fläche im ersteren Punkte berühren soll, so müssen 
die Coordinaten des letzteren Punktes die Gleichung 
au’ au’ au’ au 

o + Vache gees 0 
erfüllen; und da (2, у, 2, w”) jeden Punkt in jeder durch 
(x, у, Z, w) gehenden Tangente bezeichnen kann, so folgt, dass 
jede solche Tangente in der durch die eben geschrie- 

bene Gleichung repräsenlierten Ebene liegt. 
73. Wenn der Punkt (а, y, т, w) nicht in der Oberfläche 

liegt und die Relation 


da’ 


echt 
durch die Coordinaten erfüllt ist, so nimmt die quadratische Gleich- 
ung des Artikel 71 die Form 
mU + BDT = 0 
an und liefert daher für 7: m numerisch gleiche Werthe mit ent- 
gegengesetzten Vorzeichen. Die Verbindungslinie der gegebenen 
Punkte wird also durch die Fläche äusserlich und innerlich in dem- 
selben Verhältniss, d. h. sie wird harmonisch getheilt; jene Punkte 
heissen dann harmonische Pole der Fläche. Somit ist der 
Ort der harmonischen Theilpunkte der durch Le, y, z, w’) 
gehenden Radien vectoren der Fläche die Polarebene 
du’ au’ dU’ dU’ 
«Ж r ИШ Жл айы Жы С w = 


74. Wenn allgemein die gerade Verbindungslinie der beiden 


H 
+ 
| 
| 
Ф 
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en 


Punkte die Fläche berühren soll, so muss die quadratische Gleich- 
ung des Artikel 71 gleiche Wurzeln haben, und die Coordinaten 
der beiden Punkte müssen somit durch die Relation 
400" = Р? 
verbunden sein. Wenn der Punkt (а, у, z, w) als fest gedacht 
wird, so ist diese Relation erfüllt, sobald der Punkt in einer der 
Tangenten gelegen ist, welche von ihm aus an die Oberfläche 
gezogen werden können. Der durch alle diese Tangenten 
erzeugte Kegel hat in Folge dessen die Gleichung 
АШЫ” = Р?, 
wo 
E 10 Hä Hä 
Р= кру E E 
ал 


4 
dz dw 


ША 
ist. 

Beispiel 1. Man soll die Gleichung des dem Punkt (ж, у, 2) ent- 
sprechenden Tangentenkegels der Fläche 


2? y? 2° 


finden. 
Sie ist 


Ge? y? z? а? y? z? 
(КК а (Г ЖЕК 1 


‚а? b> 
ech (25 n yy + SS s )' 
т. b? g? 
Eine vereinfachte Form entspricht dem speciellen Falle 


а =å, y =b, z = с. 
Beispiel 2. Welches ist die Gleichung des Berührungscylinders 
einer Fläche zweiten Grades für gegebene Richtung seiner Erzeugenden ? 
Beispiel 3. Die Ebenen der Berührungscurven der von den Р ınkten 
der Fläche 


а? y? „? 1 
: ` + G — EN 
. DN AR IA ci k? 
an die Fläche 
ef y? „1 
— + — — = і 
a? b? + с? 


gehenden Berührungskegel haben vom Centrum der Flächen den gemein- 
schaftlichen Abstand A7. 


Beispiel 4. Die Fläche 
(ах + by + с: — 1)? + 2lyz + 2mzæ + Anen = 0 
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berührt die Coordinatenachsen, und die Gleichung des aus dem Anfangs- 
punkt über dem Schnitt der Berührungsebene beschriebenen Kegels ist 


lyz + mzx + пау == 0. 

75. Man soll die Bedingung ausdrücken, unter wel- 

cher die Ebene 

ax + Ву + yz + ðw = 0 
die durch die allgemeine Gleichung zweiten Grades 
gegebene Fläche berührt. 

Wenn 2, у, z, w die Coordinaten des Berührungspunktes be- 
zeichnen und A ein unbestimmter Factor ist, so gelten nach Ar- 
tikel 58 die Gleichungen 

Ae = ax + пу + m + pw, 
18 = пх + by + 14 + ge, 
Ау = тх + 1у + сс +rw, 
А0 = px + yy + rz + dw, 


und wir können zwischen ihnen und der Gleichung der Ebene 


«x + Ву + yz + ðw = 0 
die Veränderlichen x, y, z, w eliminieren. Die Auflösung der- 
selben für x, y, z, w giebt (vgl. „Vorlesungen“ Artikel 16, 23) 


T e ET 
ТИЧЕ 
рр ӨТҮ; 
ТЕРЕНА 


wenn wir durch 4 wie früher die Diseriminante bezeichnen. Die 
Substitution dieser Werthe in die Gleichung 


«т + бу + у: + бю = 


liefert dann die geforderte Relation in der Form 


ix dd 1 dA 
8 ‚2 Lë | Se 
SE db ? de LG P ` ч og dm 
ал 
- D 4 =. 
ehe, Mi 0. 
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= WE 
Man kann sie auch in der Form 
а, п, т, р, «| 
и, 0, 1, 4, В 
m, l, с, т, y| = 0 
ть УУ, 
Ж, В, 7, д, 0 
schreiben. 
76. Die Bedingung, unter welcher die Fläche von 
einer durch 
ax + Ву + yz + до = 0, «x + Ву + у= + дю = 0 
gegebenen Geraden berührt wird, können wir erhalten, 
indem wir zwei der Veränderlichen zwischen den Gleichungen der 
Linie und der Gleichung der Fläche eliminieren und die Bedin- 
gung bilden, für welche die resultierende quadratische Gleichung 
gleiche Wurzeln hat. Das Resultat enthält die Coefficienten der 
quadratischen Gleichung .im zweiten Grade und ist zugleich eine 
quadratische Function der Determinanten («8° — ef, (ку — су), 
etc., welche wir abkürzend durch (98), (су), etc. vertreten wollen. 
Das Resultat ist dann 
> (ab — п?) (y0)? + 28 (mn — al) (8д') (уд) 
+ 22nr { (ад?) (В) — (ау) (88)}, 
wo die Summen sich auf alle durch symmetrische Vertauschung 
der Buchstaben entstehenden Glieder derselben Form beziehen. 
Man kann diese Bedingung auch in der Form 


а, 1, тур, а; а 
ER Ce Gef ee В: В. 
аре ЖЧ. E E 
EE 23 St Es GE 
e, В, pn, d, 0,0 
«, В, у, 5, 0, 0 


== () 


schreiben. 
Die Anwendung der Goordinatenbezeichnung &,, €y, 25, а, 
lässt die Gleichungen einer Geraden durch 


Хо; 2; == Af Хоа; ке (i == f, „Жш: 9 4) 


und die Bedingung ihrer Berührung mit der durch die allgemeine 
Gleichung repräsentierten Fläche zweiten Grades durch 
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Ou: liz» ligo aij» Di, Di 
аз, 059, 453, Gau: 05, 0) 
Za: 035, 33, 434, 03, “з Г | 
Zu: Bu, 943, адд, fi: fi 
te A EN РК vi 
|а, РИ Der | 


darstellen; die Coordinaten des Berührungspunktes sind 


к dw аҥ аҥ а 
х, == —, „ = —, ж, = ——, «, = — 
t dou ZS аа,» 5 do t 4а \, 
їйг 
аў 
- == () 
` dou 


ist somit der Berührungspunkt in unendlicher Ferne, sobald man 
die homogenen Coordinaten als Verhältnisscoordinaten auffasst. 
(Artikel 34.) 

Wenn in der Bedingung des letzten Artikels die Substitulionen 


« + ла für e ete. 


vollzogen und «dann die Bedingung gebildet wird, unter welcher 
die dadurch entspringende Gleichung in A gleiche Wurzeln hat, 
so ist das Resultat identisch mit dem Producte der Diseriminante 
in die Bedingung dieses Artikels. Denn die zwei Ebenen, welche 
durch eine gegebene Linie gehen und eine quadratische Fläche 
berühren, fallen zusammen, ebensowohl wenn jene Linie eine 
Tangente der Fläche ist, als wenn die Fläche einen Doppelpunkt 
besitzt. 

Beispiel. Wenn eine Fläche zweiten Grades drei in einer Ecke zu- 
sammenstossende Kanten eines Tetraeders in ihren Mittelpunkten berührt 
und die Mittelpunkte der drei andern Kanten enthält, so tangiert sie auch 
diese Letzteren und der Schwerpunkt des Tetraeders ist ihr Centrum 

Denn für 2a, 2b, 2e als die Kantenlängen und unter der Voraus- 
setzung, dass sie als Coordinatenachsen gewählt sind, findet die Berührung 
in ihren Mitten und das Hindurchgehen durch die Mitten der anderen 
statt, wenn die Form 
= © y’ + s 4 + zw ay 22 Zu 22 


а be ca ab a b с 


die Fläche darstellt. Ihr Centrum ist der Durchschnitt der Ebenen 


2X 2 у 
-$ +- EN — ==] 
а а 


1с ab a 
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2y x 2 d 

5 - == 0, 
1" ab be b 

2y Y x 2 

ч Y a Ss H 
с? be ac с 


und daher der Punkt 
a b z 


E E т л үтү 

Die Verlegung des Anfangspunktes nach diesem bei parallelen Ach- 
sen giebt 
а? vi 2° yz 20 æy 1 
ыгы hire еце 
Die Gleichung des Ellipsoids, welches die, vier Flächen des Tetraeders іп 
ihren Schwerpunkten berührt und mit dem vorigen concentrisch ist, un- 
terscheidet sich hiervon nur durch einen andern Werth der rechten Seite. 

Endlich ist die dem Tetraeder umschriebene Fläche zweiten Grades, 
deren Tangentenebenen in den Ecken den Gegenflächen parallel sind, der 
gegebenen concentrisch und hat eine sehr ähnliche Gleichung. 
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V. Kapitel. 


Classification der Flächen zweiten Grades. 


77. Es ist die Aufgabe dieses Kapitels, die allge- 
meine Gleichung zweiten Grades auf die einfachste 
Form zu reducieren, deren sie fähig ist, und die ver- 
schiedenen Flächen zu unterscheiden, welche sie dar- 
stellen kann. 

Wir beginnen die Untersuchung unter der Voraussetzung, 
dass die im Artikel 65 durch д bezeichnete Grösse 

abe + 2lmn — a? — bm? — сп? 
nicht gleich Null sei. 

Indem wir die Gleichung zu parallelen Achsen durch 
das Centrum transformieren, verschwinden die Coefficienten 
р, 9, r und dieselbe erhält die Form 

ax? + by? + cz? + 2lyz + 2mzx + 2nıy + d = 0, 
wenn wir durch g’ das Resultat der Substitution der Coordinaten 
des Centrums in die Gleichung der Fläche bezeichnen. Indem 
тап erinnert, dass 
au ‚du‘ , dU’ 
, ах’ Ta dy’ SE? dz’ у> 
ist und dass die Coordinaten des Centrums die ersten drei der 
letzteren Glieder verschwinden machen, berechnet man leicht, dass 


А pa + 98 + ry 4 
d == SES - 


ra ar 


dw’ 


y A Ga 


0 


£ =. 
е d 


ist, wo wie vorher 4 die Diseriminante der Gleichung bezeichnet. 

78. Nachdem man durch Transformation zu parallelen Achsen 
die Coordinaten von x, y, z auf Null reduciert hat, kann тап 
durch eine Richtungsänderung der Achsen unter Bei- 
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, — 12 — 


behaltung des Centrums als Anfangspunkt auch die 
Coefficienten von yz, zx, xy zum Verschwinden brin- 
gen und so die Gleichung auf die Form 

da? + Ву + С° = D*) 
reducieren. 

Es kanu nach Artikel 15 leicht nachgewiesen werden, dass zum 
Vollzug dieser Reduction über eine hinreichende Anzahl von Соп- 
stanten verfügt werden kann; wir ziehen es aber vor, nach Analogie 
entsprechender Entwicklungen in der „Analytischen Geometrie der 
Kegelschnitte“, zu zeigen, dass gewisse Funetionen der Соеѓ- 
ficienten beim Uebergang von einem reclangulären 
Achsensystem zu einem andern unverändert bleiben 
und dass die neuen Goefficienten A, B, C mittelst der- 
selben ausgedrückt werden können. 

Wenn wir voraussetzen, dass die allgemeinste Transformation, 
welche von der Form 


т == ìs + пу + >, y = Ка + шу + vyz, 
т == ће + wy + > 
ist, die Function І 
аа? + by? + cz? + 2lyz + 2mzx + пау 
аа? + by? + cz? EN Xyz + Am zo + rxy 


überführt, was wir durch 


U = U 


ausdrücken wollen, so haben wir unter der Voraussetzung, dass 
beide Systeme rectangulär sind, 


E dw dE 4 у? + 2, 
welches durch 
Ze 5 
dargestellt werden mag. 


*) Der Werth von D ist übrigens 
— d 


d 


Im Folgenden ist D als positiv vorausgesetzt. Für 2—0 repräsentiert 
die Gleichung einen Kegel (Artikel63) und für negative Werthe haben wir 
nur die Vorzeichen in der Gleichung sämmtlich zu wechseln, 
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cn 


Für eine beliebige Constante R ist in Folge dessen 
U + RS = U + RS, 


und wenn die linke Seite dieser Identität in Factoren zerlegbar 
ist, so muss es auch die rechte Seite sein, d. h. die Diseriminan- 
ten beider Polynome 
Ü + А5, U+ RS 
müssen für den nämlichen Werth der Constanten R verschwinden. 
Nun ist die Diseriminate von (U + RS) 
R? — R? (а + b + ¢) + В (а 4 be + са — Ё — т? — п?) 
— (abe + 21тп — al? — bm? — сп?), 
und die Vergleichung der Coefficienten der verschiedenen Potenzen 
von R in diesem und dem Ausdruck der andern Discriminante 
liefert für den Uebergang von einem System rectangu- 
lārer Achsen zu einem andern die Bedingungen 
а+Ь-+ с=а+ УУ +c, 
be+cat ab — R— т?— п?= Ус + са pat — Ї?— т?—п?, 
abc+ 2lmn— aP—bm?— сп? =a be + [тп — d l? — bm? — en? *). 
79. Diese drei Gleichungen gestatten sogleich die 
Bestimmung derjenigen Transformation, für welche 
die CGoefficienten /, m, n verschwinden, denn sie be- 
stimmen die Goefficienten der eubischen Gleichung, 
welche die neuen Werthe a, b, с zu ihren Wurzeln 
hat. Dieselbe ist daher 
А — (a +b 4 c) Æ + (bce + ca + ab — Ё — т? — п?) А 
— (abe +2imn — a — bm? — cn?) — 0**) 
oder in anderer Ausdrucksform 
(4— а) (A—b) (A—c) — 2 (4— а) — т? (А—Ъ) 
— n? (А с) — 21тп = 0. 


*) Die Bildung der entsprechenden Gleichungen für schiefwinklige 
Coordinatensysteme hat keine Schwierigkeit. Nach Artikel 18 substituie- 
ren wir dann für 5 

а% + y? + 2° — 2yz cos l — 222 cos u — 22у cos v, 
und indem wir genau so wie im Texte verfahren, erhalten wir eine in A 
eubische Gleichung, deren Coeffieienten durch die Transformation ihr 
gegenseitiges Verhältniss nicht ändern. 

**) Es ist dieselbe eubische Gleichung, die wir im Artikel 68 erhalten 
haben, wie man sieht. 
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е KEE 


Cauchy hat folgendermassen bewiesen, dass die sämmtlichen 
Wurzeln dieser Gleichung reell sind. Sie sei in der Form 
A— а) {(4 — b) (4 — е) — 2) - m? (4А — b) 
п? (A— c) — 2lmn = 0 
geschrieben und с, ß sollen die Werthe von 4 bezeichnen, für 
welche 
A—-b)A—-)—-Lt—=0 


wird; dann ist die grössere dieser Wurzeln e nothwendig grösser 
und die kleinere В nothwendig kleiner als jeder der Werthe b 
und e.*) Durch die Substitution 

#==®ж 
redueiert sich dann die gegebene eubische Gleichung auf 

ek a, m? + 2imn + (а — с) пу, 
in welcher Form die innerhalb der Klammern stehende Grösse 
ein vollständiges Quadrat ist, weil man hat 
(a — b) (а — с) = Р; 

d. h. das Resultat dieser Substitution ist wesentlich negativ. Für 
die Substitution 

A == В 
erhält man hingegen den Werth 

(b — В) m? — 2lmn + (с — В) ai, 

ein vollständiges Quadrat und somit wesentlich positiv. Da somit 
die Substitutionen 


А260; А: == с, A= f A = — со 


abwechselnd positive und negative Resultate liefern, 
so hat die Gleichung drei reelle Wurzeln, welche zwi- 
schen den durch jene Substitutionen bezeichneten 
Grenzen liegen. Dieselben sind die Coefficienten уоп ai, y?, =? 
in der transformierten Gleichung, es ist aber willkürlich, welche 


*) Man erkennt diess entweder durch wirkliche Auflösnng oder durch 
die successiven Substitutionen 
= 807 Ah, Aa ИЕ 60; 
als welche die Resultate З 
EES SS ш Р 
geben, zum Beweis, dass die eine der Wurzeln grösser als b und die an- 
dere kleiner als с ist. 
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von ihnen wir als den Coefliecienten von ж? oder y? nehmen, weil 
wir jede der Achsen als Achse der ж bezeichnen können. 

Den Beweis eines allgemeineren Satzes, von welchem dieser als 
ein specieller Fall erscheint, findet ınan in den „Vorlesungen“ XV. 


Beispiel. Wir machen von diesen Grundsätzen Gebrauch für deu 
Beweis der Identität der durch die Gleichungen 


$ (bacs) = + (еза) у + (а) 2) + Lie) © + (esai) у + (ау) =}? 
+ 10) а + (eia) у + (ab) z}? == КӘ, 

СТ) а + (су) y + (bo): Ы С { (е а) © + (са) у + (сүа): Ы 
+ { 5) ж + (аз) y + (ab) 2 P = КӘ, 

— wo (ез), ete. die Determinanten (рс, — бс), еіс. bedeuten — 


«largestellten Flächen zweiten Grades. 
Die Flächen 

Аа? + Bi? + C? + 2Lyz + ? М: + 2 Хау = A, 

Аа? + By? + CH Ly + 2 Мс +2 уху K? 
sind identisch, wenn die Gleichungen 
ER N „anM Pe ИГЕ Е" 
Wei. web жуг L |=0 | N , В, В, Ze \=0 

м, L,c-k| М, by, co-—R| 


H 


in ihren entsprechenden Coefficienten übereinstimmen; denn diess hat die 
Gleichheit ihrer Wurzeln zur Folge. 
Nun ist aber für 
la, б, с, 
e й а, б», с 


ау, b3, Cy | 


nach den Grundsätzen der Determinantentheorie 


mu, В, 7 
D? = | о, Ba, 7» | 
«з, Вз, 7з 
für 
an = dD __ ap 
der MA eK ЕЈ 


Da im vorliegenden Falle die Werthe der 4, Л, ..., Ay, Bo- 
die folgenden sind 


E dé AN L= aza, + В.В; + 1273: 
B = а? В Hye, M= озо + Babi H Y7, 
C= a? + В Hy, N= аа, + В.В H yY 


A= 0 4 aHa, Weßnt Ьу» H Взуз, 

B, = В + В + 64, М, = үе, F 17% + 1:6, 

Ger у + у, N = ef ++ aß, ч 
so hat man zuerst 1N 


А4А+В+сС= А, +В, + С, 


und ebenso unmittelbar 


A,N,M, | Ars ua Mi 
E = LE er, 1 
M,L,C, | №, Li, ©, 


die erste und letzte der Relationen des Artikel 78. Ebenso ist aber auch, 
entsprechend der zweiten 
(48 — 1): : 4 (46. — М?) У (ВС:— ЈА) 
= (А,В, — М) + (4,6, — M?) + В,С, Lë: 
denn es ist 


A, N = 19! В, т Kén В» i а, ER [ 
N,B e В, es, В; e, В, 
= D? (e? 4 eè + c°), 
wegen 
01, Bi | pn Фр e bien 
‚1%; в, da, db, 
und man hat ebenso | 
А, М | 


M,c| = D? (b? + bè LA, 


KEE a; 


und anderseits 


Au, AN 

| Dé Р, = D? (ad + b? + «у, 
A, M; = DÈ (a bè + с? 

М,, б; |= (a? + b: 63°), 
B, E 

и |= (а +0 е0) 


80. Die Flächen zweiten Grades werden nach den 
Vorzeichen der Wurzeln der vorbesprochenen cubi- 
schen Gleichung elassificiert. 

I. Wenn alle ihre Wurzeln positiv sind, so kann die 
Gleichung in die Form 

Аа? + By? + С? == р 
gebracht werden. Die Fläche bestimmt dann in jeder der drei 
Achsen reelle Abschnitte und wenn man dieselben durch a, b, с 
respective bezeichnet, so kann die Gleichung in der Form 


geschrieben werden. Da es willkürlich ist, welche der Achsen 
zur Achse der x gewählt wird, so wollen wir voraussetzen, dass 
der Abschnitt o. welcher der Achse der æ angehört, der längste 
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— 97 — 


und der Abschnitt с, welcher der Achse der z angehört, der kür- 
zeste sei. 
Durch Transformation zu рур А чайы ол wird die Gleichung 


1 cos 20 cos Sc 
= = E Ф ER 


ss — 
o а 


und kann also, wegen 
cos Ze + соѕ 28 +cosy=1 
in jede der Formen 


EPP: t ad 2 G ia 1.) ‚2 

SÉ F (2 L) ов: с? а? сет 
ec (1 - 1) cos а — (1 = sl cos °$ 
tr a e к 


geschrieben werden, aus welchen sogleich erhellt, dass a der 
grösste und с der kleinste Werth des Radius vectors ist. Die 
Fläche ist demnach in jeder Richtung begrenzt und 
wird als ein Ellipsoid bezeichnet. 

Jeder ebene Querschnitt derselben ist eine Ellipse. Der einer 
Ebene 


ы Dm 


z=R 
entsprechende Schnitt ist 
а? у? R? 
r Жый Жын е | 
und für alle 
H e 


existiert daher kein reeller Schnitt mehr, oder die Fläche liegt 
ganz zwischen den Ebenen 
=. 6 


Aehnliches gilt für die anderen Achsen, 

Wenn zwei der Coefficienten z. В. a und b einander gleich 
sind, so sind alle Schnitte durch Ebenen, die der гу Ebene pa- 
rallel sind, Kreise; die Fläche ist eine Umdrehungsfläche, 
erzeugt durch Umdrehung einer Ellipse um ihre grosse 
oder um ihre kleine Achse, je nachdem die gleichen 
Goefficienten die beiden grösseren oder die beiden 
kleineren sind. 

Man bezeichnet diese Flächen als das verlängerte und 
das abgeplattete Ellipsoid. 


Salmon, Anal. Geom, d. Raumes, 7 
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Wenn alle drei Coeflicienten einander gleich sind, ist die dar- 
gestellte Fläche eine Kugel. 

81. П. Sei eine der drei Wurzeln der ceubischen 
Gleichung negativ. 

Die Gleichung kann dann in der Form 


а? y? z? e 
a? b? МЕР 
а > 


geschrieben werden und man sieht, dass die Achse der = die 
Fläche nicht in reellen Punkten schneidet. Die Polargleichung 


1 cos Ze соѕ5 8 cos у 


Are п > 2 

zeigt, dass der Radius vector die Fläche schneidet oder nicht 
schneidet, je nachdem die rechte Seite der Gleichung positiv oder 
negativ ist; und dass ferner für die Voraussetzung, dass sie gleich 
Null oder dass о = оо sei, ein System von Radien vectoren er- 
halten wird, welches die Durchmesser, «die die Fläche schneiden, 
von denen trennt, die sie nicht schneiden. Durch Rückgang zu 
den rechtwinkligen Coordinaten wird die Gleichung des Asymp- 
totenkegels 


e y? d к 
а? b? e „ 


Die ebenen Schnitte der Fläche, welche der Ebene der æy 
parallel sind, sind elliptisch, diejenigen, welche den beiden andern 
Hauptebenen parallel sind, hyperbolisch. Da die Gleichung des 
elliptischen Schnittes für die Ebene 


durch ? 
2 y? 
At al 
gegeben ist, so entspricht jedem Werthe von R ein reeller Durch- 
schnitt und die Fläche ist daher ohne Unterbrechung. 
Man nennt sie ein einfaches Hyperboloid oder Hyper- 
boloid mit einer Mantelfläche. 
Für а = b erhält man eine Umdrehungsfläche der- 
selben Art. 
$2. Ш. Wenn zwei Wurzeln der cubischen Glei- 
chung negativ sind, so kann die Gleichung in der Form 
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geschrieben werden. 
Die der Ebene yz parallelen Querschnitte sind Ellipsen, für 


æ= Е 
y2 e R? 
Ере Из 
Ье с а 


die Schnitte, welche den beiden andern Hauptebenen parallel ge- 
führt werden, sind Hyperbeln. Jene Ellipse ist nicht reell, so 
lange die Constante R zwischen den Grenzen + a und — a liegt; 
jede Ebene 
а es 

für welche R ausserhalb jener Grenzen liegt, schneidet aber die 
Fläche in einer reellen Curve, d. i. kein Theil der Fläche liegt 
zwischen den Ebenen 


==; &#==—=®.@, 


die Fläche besteht aus zwei getrennten Theilen, wel- 
che ausserhalb dieser begrenzenden Ebenen liegen. 
Man nennt sie das zweifache Hyperboloid oder das Hy- 
perboloid mit zwei Mantelflächen. Für b == с hat man 
die Umdrehungsfläche derselben Art. 

Die Anschauung der Umdrehungsfllächen bietet eine sehr ein- 
fache Unterscheidung zwischen beiden Arten von Hyperboloiden 
dar; denn wenn eine Hyperbel um ihre transversale Achse ge- 
dreht wird, so besteht die erzeugte Fläche nothwendig aus zwei 
getrennten Theilen, sie ist aber ein einfaches Hyperboloid, wenn 
die conjugierte Achse zur Drehungsachse gewählt ward. 

IV. Unter der Voraussetzung, dass alle drei Wurzeln 
der eubischen Gleichung negativ sind, nimmt die allge- 
meine Gleichung die Form 

= vg: 22 


аса пара. 


an, der durch keine reellen Werthe der Coordinaten genügt wer- 
den kann. 
V. Wenn das absolute Glied den Werth Null erhält, so haben 
wir den Grenzfall der Kegelfläche; die Formen I und IV 
geben die Gleichung 
7* 
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а? 2 2? 

ас 
welcher keine andern reellen Меге der Coordinaten als 

d = у = z = 0 
Genüge leisten. Den Formen II und Ш entspringt die Gleichung 
der Kegellläche in der Form 


+ 

| 
А ы. 

| 

= 


In dieser Aufzählung sind alle diejenigen Arten von Flächen 
zweiten Grades enthalten, welche ein Centrum haben. 
Beispiel 1. 
та? + by? + 522 Aus — Азу == 6. 
Die eubische Gleichung der Diseriminante ist 
43 — 18 4? + 99 А — 162 = 0, 
die transformierte Gleichung also 
a2 + 202 +32? = 2, 
ein Ellipsoid. 
Beispiel 2. 
Па? + 10y? + 62? — 122y — Syz + 4220 = 12. 
Die cubische Gleichung der Discriminante ist 
43 — 27 42 + 1804 — 324 = 0, 
die transformierte Gleichung 
SE EW H 622 = а, 
oder ein Ellipsoid. 
Beispiel 3. 
та? — 18у? +62? + 24у + 12у: + 2 = + 84. 
Die cubische Gleichung der Diseriminante 
43 — 334 — 2055 = 0, 
die transformierte Gleichung 
а? + 24? — 322 = + 12, 
d.h. je nach dem Zeichen des letzten Gliedes ein einfaches oder ein zwei- 
faches Hyperboloid. , 
Beispiel 4. 
22° + 3y? + 42??? + бау + аус + 820 = 8. 
Die eubische Gleichung der Discriminante ist 
45% — 942 — 34 + 20 = 0. 
Die Regel der Vorzeichen von Descartes beweist, dass diese Gleich- 
ung zwei positive Wurzeln hat, indess die dritte negativ ist; die gege- 


= 101 — 


Beispiel 5. Man findet ebenso, dass 
ау + yz + az = а? 
ein zweifaches Umdrehungshyperboloid und 
220° — 5y? 4 2? + бус — 820 — 40у + 1 = 0 

ein cinfaches Hyperboloid darstellen. 

83. Wir gehen nun zur Betrachtung des Falles über, 
in welchem ð= 0 ist. Für denselben haben wir im Artikel 65 
gesehen, dass es dann unmöglich ist, durch Verlegung des An- 
fangspunktes die Coefficienten der Glieder vom ersten Grade zum 
Ve hwinden zu bringen. Aber es ist ollenbar gleichgültig, ob 
wi vie- im Artikel 65 mit der Transformation zu einem neuen 
Anfang spunkt beginnen, um die Coefficienten von æ, y, z auf 
Nu ШІ zu оа гейисіегеп, oder ob wir zuerst, wie wir in Artikel 78 Г. 
еа, zu neuen Achsen mit demselben Anfangspunkt übergehen, 
шн das» von den Gliedern vom zweiten Grade gebildete Polynom 
auf die orm 

< Ax? + By? + С? 
ën da für ð == 0 die erste Transformation unmöglich 
ist, sosbeginnen wir mit der zweiten. Für diese Transformation 
RS r Umstand, dass das absolute Glied der eubischen Gleichung 
des) Artikel 79 gleich ð ist, sofort, dass eine der drei Wurzeln 
derselben, d. i. eine der drei Grössen 4, В, С gleich Null sein 
müss, dass also die Glieder zweiten Grades auf die Form 
As: +’ By? 
redueiert werden können. Und zu demselben Schluss führt die 
Bemerkung, dass 
Ss H 

die Bedingung ist, unter welcher das Polynom der Glieder zweiten 
Grades in zwei reelle oder imaginäre Factoren zerlegbar ist, unter 
welcher es also auch als die Summe oder Differenz zweier Qua- 
drate ausgedrückt werden kann. 

Auf diesem Wege wird die allgemeine Gleichung in die Form 

Аа? + Ву? + 2рх + 24у + 272 + d= 0 
gebracht und wir können dann durch Uebergang zu einem neuen 
Anfangspunkt der Coordinaten die Coefficienten von æ und y mit 
Null identisch machen, nicht aber diejenigen von z, so dass die 
Gleichung auf 
Ai + Ву? + 2rz +d= 


(Pi 
7 Se 
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reduciert wird. Die Discussion dieser Form bietet folgende 
Fälle dar. ; 

L бет” = 0. Die Gleichung enthält dann z nicht und 
repräsentiert daher nach Artikel 22 einen Cylinder, welcher 
elliptisch oder hyperbolisch ist, je nachdem 4 und B die- 
selben oder verschiedene Vorzeichen haben. Der Anfangspunkt 
der Coordinaten ist ein Centrum, weil die Glieder vom ersten 
Grade aus der Gleichung verschwunden sind; aber jeder Punkt 
in der Achse der z hat offenbar die nämlichen Eigenschaften und 
dieselbe wird daher als die Achse des Cylinders bezeichnet. Die 
Möglichkeit der Existenz einer geraden Linie, in der jeder Punkt 
ein Centrum der Fläche ist, wird dadurch angezeigt, dass Zähler 
und Nenner der Coordinaten des Centrums gleichzeitig identisch 
verschwinden. (Artikel 65, Anmerkung.) 

Wenn ausser z auch d gleich Null wird, so degeneriert die 
Fläche in zwei reelle oder imaginäre sich durchschnei- 
dende Ebenen. 

IL Sei v 20. Durch eine Veränderung des Anfangspunktes 
bringen wir das absolute Glied auf den Werth Null und redueie- 
геп also die Gleichung auf die Form 


4х? + Ву? + 2rz—=0. 


Wir setzen zuerst voraus, dass das positive Vorzeichen 
von B gelte, und erkennen, dass die durch Ebenen, welche 
den Coordinatenebenen 22 oder yz parallel sind, gebildeten Schnitte 
Parabeln, die Schnitte von zur Ebene der xy parallelen Ebenen 
aber Ellipsen sind. Man nennt daher die von ihr dargestellte 
Fläche das elliptische Paraboloid. Dasselbe ist offenbar nur 


ve 


in einem Sinne ausgedehnt, weil der der Ebene 
z = e 
entsprechende Schnitt 
Ax? + By? = — re 

nur dann reell ist, wenn die rechte Seite seiner Gleichung positiv 
ist. Darnach müssen ~ und с entgegengesetzte Vorzeichen haben, 
die Fläche liegt also bei positivem 7” ganz auf der negativen Seite 
der ау Ebene und für negatives ~ ganz auf der positiven Seite 
derselben Ebene. 

Ш. Wenn in der Gleichungsform des vorigen Falles B das 
negative Vorzeichen hat, so sind diejenigen Schnilte Пурег- 
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beln, welche von den zu xy parallelen Ebenen gebildet werden; 
die Fläche wird als ein hyperbolisches Paraboloid bezeich- 
net und man findet wie vorher, dass sie in beiderlei Sinn unbe- 
grenzt ist. Der durch die Ebene xy mit ihr bestimmte Schnitt 
ist ein Paar von geraden Linien. 

IV. Sei B = 0. Dann sind zwei Wurzeln der eubischen 
Gleichung der Diseriminante gleich Null und die allgemeine Gleich- 
ung nimmt die Form 

Ат? + 2y + 2т:+ d = 0 

an; und indem man die Achsen der y und z in ihrer eigenen 
Ebene verlegt, so dass die Ebene s 

qy + rz = 0 
und eine zu ihr normale durch die Achse der 2 zu Coordinaten- 
ebenen werden, reduciert sie sich weiter auf 

Agy + а = 0, 
welche nach Artikel 22 einen Cylinder mit parabolischer 
Basis darstellt. 
V. Wenn auch f 

q = 0, r =0 
sind, so wird die Gleichung 

Ax? 4+ d= 0 
in Factoren zerlegbar und bezeichnet ein Paar von paralle- 
len Ebenen. 

84. Die Ausführung der Reduction der Gleichung 
eines Paraboloids auf die Form 

Ax? + Ву? + 2Rz = 0 
wird durch die Bemerkung abgekürzt, dass die Dis- 
eriminante eine Invariante ist, d. b. eine durch Trans- 
formation der Coordinaten nicht alterierte Function*), dass sie 
also wie die Discriminante der reducierten Form 


Ax? + By? + 2Rz 
auch für die allgemeine Gleichung von der Form 
ABR? 
sein muss. Da nun 4 und B als die beiden nicht verschwinden- 


+) Vergl. ‚Vorlesungen‘ Artikel 72, 74. 
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den Wurzeln der eubischen Gleichung bekannt sind, so ist auch 
R bekannt. 

Die Berechnung der Discriminante ferner wird in 
diesem Falle durch den Umstand erleichtert, dass sie 
ein vollkommenes Quadrat ist#). 

Wir wählen ein Beispiel; für die Gleichung 

5а? — y? + 2? + 6zx + 45у + 2r + 4y + 62 = 8 
ist die cubische Gleichung der Discriminante 

2 — 52 — 141 = 0, 
ihre Wurzeln also sind 


man hat 
M Bee 


Die Discriminante ist in diesem Falle 
(р +24 Le 
also für die hier geltenden speciellen Werthe 


Del, @=2, r=3 


daher ist 
О BR же 


y1 
8z 
14 
Ohne die Eigenschaften der Discriminante anzuwenden, hätten 
wir nach dem Verfahren des Artikel 68 die den Wurzeln der 
eubischen Gleichung 0, 7, — 2 entsprechendeu Hauptebenen be- 
stimmen müssen, 
x + 2y — 3z = 0, 42 + у + 22 = 0, 
« — 2y — z = Q; 


und die reducierte Gleichung 


72? — 2y? = 


wir hätten, weil die neuen Coordinaten respective normal zu die- 
sen Ebenen sind, 


Ae +y + 22 = Хү?1, = — 2y — z = Y y6, 
æ + 2у — 3z = Z ү14 


*) Vergl. „Vorlesungen“ Artikel 161 f. 
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zu setzen und æ, у, z durch die neuen Coordinaten auszudrücken, 
so dass die transformierte Gleichung die Gestalt 


Та? — 24? + — у == $ 
Var #6 = Sch 


erhält; sie geht endlich durch Uebergang zu parallelen Achsen 
durch einen neuen Anfangspunkt in die vorher angegebene ein- 
fachste Gestalt über. 

Wenn in dem gewählten Beispiel die Werthe der Coefficien- 
ten р, q, r die Relation 

р + 24 — är = 0 
erfüllt hätten, so verschwindet zwar die Diseriminante identisch, 
aber die Reduction wird mit unverminderter Leichtigkeit durch 
die Bemerkung vollzogen, dass nun die Glieder in 2, y, z in der 
Form 
He + y +23) + А (= — 2y — 2 

ausgedrückt werden können; so dass 7. В. für die Gleichung 

Ба? — у +2? + 6:ж + 4ху 4 2а + 20у +2 = 8 
die Form 

(4 +y + 2)#— (ж — 2y — 3)? + 2 (4x + у + 22) 

— 2(= — 2y — 2) = 24 
entspringt, welche durch die vorher angegebene Transformation in 
212? — 6y? + 22 V21 — 2y V6 = 24 

übergeht. Die letzte Reduction hat keine Schwierigkeit. 

Beispiel. Die Gleichung 

За — 4y? — 2xy — 3x + 8y + 4z + 32 = 0 
repräsentiert ein hyperbolisches Paraboloid , 
4а? + y? — ї4шу — bx + 3z = 

einen parabolischen Cylinder. 
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VI. Kapitel. 


Ableitung von Eigenschaften der Flächen zweiten 
Grades aus speciellen Formen ihrer Gleichungen. 


85. Wir werden nunmehr aus der Gleichung 
ү 2 = 
= +5 + 
einige Eigenschaften der centralen Flächen zweiten 
Grades ableiten. Diese Ableitung umfasst sowohl Eigenschaf- 
ten der Ellipsoide als der Hyperboloide, wenn wir die Vorzeichen 
von b? und є? als unbestimmt voraussetzen. 

Die Gleichung der Polarebene des Punktes (а, у, 2) 
oder die der Tangentenebene, wenn dieser Punkt der 
Fläche angehört, ist nach Artikel 59 

ах уу Sg 


Ser" WS GE © 


а є 


Beispiel. Die Polarebenen eines beliebigen Punktes in Bezug auf die 
drei Flächen 


2 2 2 
EK 
а? у? 2? 

г ft > айе Alb 
а? y? 22. 
RE БА Ураа 


sind von ihrem gemeinschaftlichen Centrum gleichweit entfernt, näm- 
lich um 
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Bewegt sich der Pol auf der Fläche 
= + vi ek 
Së Б.Т, Bez 
s so berührt die Polarcbene die Kugel 
+ у + 12 = p. 

Die Normale vom Anfangspunkt der Coordinaten 
aauf die Tangentenebene in (oder die Polarebene von) 
( (а, у, 27) wird nach Artikel 23 durch die Gleichung 

1 72 у? vi 


SS e we 


bestimmt, und die Winkel с, В, у, welche sie mit den Achsen 
l bildet, sind durch 


DH DH 


pr pz 
Соз б = — cos = —-, COS = — 
а?? в b 7 с? 


ggegeben, wie тап durch Multiplication der Gleichung der Tan- 
ggentenebene mit р und Vergleichung mit der Form der Gleichung 
dder Ebene 

æ- cosa + y cos + z cosy = р 
aam leichtesten’ erkennt. 


Beispiel 1. Die Durchschnittslinie der vorher erwähnten Fläche 
æ? y? z 1 
SS Еб Ge" "e 
а 
nmit jeder der drei ebenda betrachteten Flachen 
З P y? z? 
a = p 


hhat die Eigenschaft, dass die Tangentenebenen ihrer Punkte vom Centrum 
ggleich weit entfernt sind. Man hat diese Curve eine Poloide genannt. 


Beispiel 2. Die Tangentenebene des Ellipsoids in dem Punkte 


er 2 Л a 1 

schneidet in den Achsen gleiche und die in 
x с = A aa 
WERE TEE Из 


з 
dden Achsen verhältnissgleiche Stücke ab. 

Wir können aus den vorigen Gleichungen auch einen Aus- 
ddruck für die Länge der Normalen in Function der Win- 
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kel erhalten, welche sie mit den Achsen bildet, nëmlich 
р? == а? соз? а + b? соз? В + с? cos? у. 
86. Man soll die Bedingung finden, unter welcher die 


Ebene 
ах + Ву + у + 5 = 0 
die Fläche berührt. 
Die Zusammenstellung dieser Gleichung mit der der Tangen- 
tialebene 


TL 
liefert die Relationen 
€ ee E BEE BEST D 
Ces "KEN Kä ШЕ 5 д 


und damit die geforderte Bedingung in der Form 
ао? + RÉI + ep = 0. 
Auf demselben Wege erhält man als die Bedingung, unter 


welcher die Ebene 
«æ + бу + у: = 0 


den Kegel 

= y? 2 

а? ПР Ж 0 
berührt, 


a? о? + b? B? #3 є? у? = 0; 
wie auch als speciellen Fall des Artikel 75 hätte gefunden wer- 
den können. 
Beispiel. Der Pol der Ebene 
Ax + Ву + Cz = 1 
in Bezug auf das Ellipsoid 
51 у? 2? 
a er A 
durchläuft eine Kugellläche, wenn die Bedingung 
аА? + Ь1В? + ed? — сопзі. 
erfüllt ist. 
87. Die Normale der Fläche ist eine im Berührungs- 
punkte auf der Tangentenebene errichtete Perpendi- 
culare. Ihre Gleichungen sind offenbar 


a? Я b? 2 с? К 
ze-ı)= 4 (u — y) = 7 zl 
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Wenn wir den gemeinschaftlichen Werth dieser Ausdrücke 
d durch R bezeichnen, so ist 


5 х 
Р Ja , Ry Р Rz 
2 — grt = == —у z Ze 

є? 


GE? ba 
vund wir finden durch die Addition der Quadrate dieser Werthe, 
ddass die Länge der Normale zwischen (ж, у, z) und dem be- 
liliebigen Punkte (2, у, z) in ihr 


И; ‚ 

Т: 
isist. Wählen: wir den Punkt (ж, y, т) als den Schnittpunkt der 
NNormalen mit der Ebene xy, so ist z = 0 und die letzte der 
ddrei vorigen Gleichungen giebt 

А 


siso dass der zwischen dem Berührungspunkt und der Ebene ту 
ggelegene Abschnitt der Normalen durch 


a2 

р 
ggemessen ist. Aehnliche Ausdrücke gelten für die bis zu den 
EEbenen yz, zæ gemessenen Abschnitte. 

In Folge dessen bestimmt das zwischen zwei Hauptebenen 
eienthaltene Stück einer Normale des Ellipsoids mit dem normalen 
AAbstand der Tangentenebene vom Centrum ein constantes Product. 

Die durch das Centrum und die Normale im Punkte La, у", 2) 
b’bestimmte Ebene ist durch 


а? (b? — г?) =, + 02 (02 — a) > + e (a — b?) 


d.dargestellt. 

Die Normalen, deren Fusspunkte in der Fläche in einer 
kEbene liegen, die zu einer Hauptebene parallel ist, schneiden 
сіеіпе andere Hauptebene in einer Geraden, die zu der ersten pa- 
rallel ist. 

88. Die Summe der Quadrate der reeiproken Werthe 
vvon irgend drei zu einander rechtwinkligen Durch- 
umessern ist constant. 

Diess folgt unmittelbar aus der Addition der Gleichungen 

1 соз? с cos? В cos? у 
vi za p? et, 
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— 008? e cos? В' cos? y 
бы её ТИ, бы: 
ФЕ ш. боё? соз? 8” соз? у”. 
о”? Kg а? р? с? 4 
denn wegen k 
соз? а + со52 « + соз?” = 1, еіс. 
erhalten wir 
1 1 1 1 1 1 
ЫЗ Бн ое к + изет 


89. In gleicher Weise ist die Summe der Quadrate 
der Normalen, welche man vom Centrum auf drei zu 
einander rechtwinklige Tangentenebenen fällen kann, 
constant. Denn die Addition der Gleichungen 

р? = а? соѕ а + b соз В + с? cosy, 

р? == а? cos? « + b? cos? В" + e соѕ? у, 

р? == а? соз? a” + b? соз? В” + с? cos? y” 
zeigt es. In Folge dessen ist der Ort des Durchschnitts- 
punktes von drei zu einander rechtwinkligen Tangen- 
tenebenen eine Kugelfläche; denn das Quadrat seines Ab- 
standes vom Centrum der Fläche ist der Summe der Quadrate 
der drei Normalen gleich, d. h. 

= 4? 4 b + e? 

Derselbe Satz gilt auch für einen Kegelschnitt, den man als 
Grenze einer Fläche zweiten Grades für das Verschwinden ihrer 
einen Halbachse zu betrachten hat. 

90. Die Gleichung der dem Durchmesser des Punk- 
tes (т, у, 2) der Fläche conjugierten Diametralebene 
ist Я р | 

Ze + т + ср == 0; (Artikel 68.) 
sie ist also der Tangentenebene in diesem Punkte pa- 
rallel, 

Weil jeder in der Diametralebene gelegene Durchmesser dem 
Durchmesser des Punktes (x, у, т) conjugiert ist, so werden 
die Richtungscosinus zweier beliebigen conjugierten Durchmesser 
durch die Relation 


a? 


*) Vergl. Artikel 190, 
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cos œ cos a cos В cos В' соз у cos y’ 
an Tran BEN 
a? b? e 


verbunden. Da diese Bedingung durch die Substitution von 
ka?, kb?, kè für oi b?, c? nicht gestört wird, so sind zwei 
gerade Linien, welche für eine Fläche 

2 2 2 

Ё у 2 

Б Шел ek 
conjugierte Durchmesser sind, auch solche für jede 
ähnliche Fläche 


a 


a” 2 2 
2 D 2 
d E Gë EK 
a? Е b? + е? 
Und für k == 0 erkennen wir, dass jede Fläche mit 


ihrem Asymptotenkegel gemeinschaftliche Systeme 
conjugierter Durchmesser hat. 

Nach Analogie der in dem Falle der Kegelschnitte angewen- 
deten Methoden können wir die Coordinaten irgend eines 
Punktes des Ellipsoids durch 

a соѕ д, b cosu, с cosv 
bezeichnen, wo A, un. v die Richtungswinkel einer geraden Linie 
sind, d. h. durch die Relation 
cos? А + cos? и + cos? и = 1 
verbunden. Dann sind die geraden Linien, welche zwei conju- 
gierten Durchmessern entsprechen, rechtwinklig zu einander, denn 
für 
соѕ с = а с0ѕ А, use — а cos, etc. 
wird die letztgeschriebene Relation 
cos à cosA + cosu cosu + cosv cosy = (. 


Beispiel. Wenn die p, р, p” die Längen der vom Centrum auf ein 
System conjugierter Tangentenebenen gefällten Normalen bezeichnen, 
so ist 


1 + 1 Ar 1 
P vi" р? 
und für a, g, q” als die Längen der entsprechenden Radien vectoren des 
Ellipsoids ist 

1 1 1 1 1 1 
PÈ + pg? + vg? ы а; as + DI + ed 
91. DieSumme der Quadrate von drei zu einander 
conjugierten Halbdurchmessern ist constant. 


1 „Жең. 
г. 22 


с 
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Denn das Quadrat der Länge eines Halbdurchmessers 
Cl d уз е 
ist in Function von A, u, v 
a? cos? А + b? соѕ? и + с? cos? v 
und die Addition dieses Ausdrucks mit den beiden analogen Werthen 
a? cos? А + b? cos? w + с? cos? vr, 
a? cos? А" + b? cos? н” + с? cos? о” 
giebt 
a? + b? + є?, d 
weil A, ш, v, etc. die Richtungswinkel von drei geraden Linien 
sind, deren jede auf den beiden andern rechtwinklig ist. 

Das Parallelepiped, dessen Kanten drei conjugierte 
Durchmesser sind, hat ein constantes Volumen. 

Denn für x’, у, z; 2, y”, 27; а”, у”, z” als die Coordi- 
naten der Endpunkte der drei Durchmesser ist nach Artikel 31 
das Volumen des Parallelepipeds 

Eyr 
= ,у.# 


sm m 


vr 
dE ae 


n 


oder 

соз А , с05 ш, соз» 

cos A , Coen, cos v 
rr 4 n 

соз A , cosw, COS у 


== abe 


== abc, 
weil der Werth der letztgeschriebenen Determinante nach der An- 
merkung des Artikel 27 der Einheit gleich ist. 

Wenn а, b die Achsen eines ebenen Centralschnittes sind 
und p die vom Anfangspunkt auf die zu ihm parallele Tangenten- 
ebene gefällte Normale bezeichnet, so ist 

ар = abe; 
denn für c als den Halbdurchmesser des Berührungspunktes und 
für 6 als den von ihm mit der Normale gebildeten Winkel ist das 
Volumen des Parallelopipeds der drei conjugierten Durchmesser 
ш, D, e 

== «Ус соѕ 9, 
und diess geht wegen 

č соѕ 9 = р 
in den gegebenen Werth über. 
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Beispiel. Für sechs Punkte eines Ellipsoids gilt eine 
Relation von bemerkenswerther Einfachheit zwischen den 
Entfernungen von fünfen unter ihnen vom sechsten, den 
parallelen Halbdurchmessern und den Volumen der von 
jenen bestimmten fünf Tetraeder. Sie bleibt gültig für 
jede Lage des sechsten Punktes nicht nur auf dem Ellip- 
soid, sondern auch ausserhalb desselben. 

Sind A,, А„,..., 45, Р die Punkte von den Coordinaten 


«ү, у, 217 Шә, Yas 235 elC. 05, у, 2; 2, 0,25 
bezeichnen d}, d}, ..., d, die Abstände der fünf ersten von Р und 
Jh, D}, ..., D; die zu ihnen parallelen Halbdurchmesser, endlich 
Fi» Fas...» Vy die Volumina der Tetraeder 4, 434,45, Аз ААА), 
etc., so entsprechen in dem Ellipsoid 
а? y? z? 
dem Durchmesser Я =, z = пх Фе Coordinatenwerthe 


seiner Endpunkte | 
1 т; т; 


Е: == чэ ЖЕЛСЕ DER. CR Y; = 2; = —— 
* 1 тё n? Жү НЗ (4 т? н 
ДЕШЕ: Рава 


1+m?+n? 


es ist also D? = x? + y? + z= 


Ebenso hat man d? = (2 — x)? + (у — y)? + (Z SÉ 
und also nach dem geforderten Parallelismus von D; und PA; wegen 


m; ER * SE: 1 = Š = 3 

x — Ti x — Ti 
Le — а)? Di — у)? bag „д2. 
SA + Бг зае + е a Däi 


für die Lage des Punktes 4; auf dem Ellipsoid reduciert sich diese Gleich- 
ung 


9а Ou 27 
Di Seat, tel Weg IO Zen CR Ha а 2.34, 5) 
und giebt fünf Ee м den vier Grössen 
92 Ki 92 
(1+2 +5 +5 + hr: Tale Lake ЧЁ" 


also das Verschwinden der Determinante dieser Relationen 


а, 2 
> (патем) = 0. 
deren Entwickelung nach dem Früheren (Vergl. Artikel 31) die Relation 
Salmon, Anal, Geom, d. Raumes, 8 
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2 
ergiebt. Für die Kugel wird sie specieller £ + аг У, = 0 und für das 
Zusammenfallen von Р mit 4; 

vd? — Pd? + Vad? Уа? = 0. 

92. Die so eben gegebenen Sätze können mit Leich- 
tigkeit auch aus den entsprechenden Sätzen für Kegel- 
schnitte abgeleitet werden. 

Denn wenn wir irgend drei сопјисіегіе Durchmesser a, У, e 
betrachten und den Durchmesser, in welchem die Ebene а AN die 
Ebene гу schneidet, mit 4, so wie den ihm conjugierten im 
Schnitt a'b’ mit С bezeichnen, so ist 2 + 02 = a? + b°, und 
daher а? + b? + с? = А 4 С + с?. 

Da ferner А in der Ebene су ist, so wird für В als den 
zu А conjugierten Durchmesser in dem durch diese Ebene gebil- 
deten Schnitt die zu A conjugierte Ebene nothwendig die durch B 
und die Achse с gehende Ebene, und С, e sind daher conjugierte 
Durchmesser desselben Schnittes wie B und с. Daher hat man 

2+0 + с? = А 4 В? +6, 
und da endlich 20 4 В = а d 
ist, so ist damit der Satz bewiesen. 

Ganz analoge Schlüsse beweisen das auf die Parallelepipede 
bezügliche Theorem des vorigen Artikels. 

Wir können aber überdiess die bezeichneten Sälze 
auch dadurch beweisen, dass wir, wie in der Anmer- 
kung des Artikel 78 angedeutetist, die Relationen ent- 
wickeln, welche für die Transformation des Ausdrucks 
K 2 2 
atata 
in schiefwinkligen Coordinaten zu dem auf rechtwin- 
klige Coordinaten bezüglichen neuen 

а? ы 2° 
а + + a 
stattfinden. Man findet dieselben wie folgt: 
a? + b? + е? = а? + UW + є?, 
b? + с?а? + а? == ie? sin? А + с?а° sin? u + ab? sin? v. 
a?b?c? == а?У?с? (1 — cos? À — соз? u — cos? v + 2 cos À cosu cos»). 


ZE 


Die erste und letzte dieser Gleichungen geben die vorher er- 
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haltenen Sätze, die zweite von ihnen drückt aus, dass die Summe 
der Quadrate der von drei conjugierten Durchmessern 
gebildeten Parallelogramme constant ist. 

93. Die Summe der Quadrate der Ргојесііопеп von 
drei conjugierten Durchmessern auf eine beliebige 
gerade Linie ist constant. 

Wenn wir voraussetzen, dass die bezeichnete Gerade die 
Winkel с, В, у mit den Achsen bildet, so ist die Projection des 
im Punkte Le, у, 2) endigenden Halbdurchmessers auf dieselbe 


x cose + у соз + z созу 
oder nach Artikel 90 
а соз à соѕа + b соз и cosp + с соз» cosy. 


Auf dieselbe Weise erhält man die Projeetionen der beiden 

andern Durchmesser in der Form 
а cos А se + b cosu cosß + с cosy созу, 

а cos à” cosa + b cosu” cosß + с cosv” созу, 
und durch Quadrieren und Addieren dieser Ausdrücke entsteht 
а? соз? « + b? сох В + с? cos?y 

zum Beweise des ausgesprochenen Satzes. 

Die Summe der Quadrate der Projectionen von 
irgend drei conjugierten Durchmessern auf eine be- 
liebige Ebene ist constant. 

Sind d. d. а" die drei betrachteten Durchmesser, 9, 9, 9” die 
von ihnen mit der Normale der bezeichneten Ebene gebildeten 
Winkel, so ist die Summe der Quadrate ihrer Projeetionen durch 

d sin? 9 + 4? sin? + d°? sin? 9° 
ausgedrückt, und sie ist constant, weil nach dem letzten Artikel 
d cos#? + d? co? У + а” cos? #” 
und nach Artikel 91 
P + 4° 4+ а? 
constant ist. 

Beispiel. Wenn man durch die Endpunkte von drei conjugierten 
Durchmessern eines Ellipsoids parallele Sehnen zieht und sie auf die ent- 
sprechenden Durchmesser durch Parallelen zu den conjugierten Diame- 
tralebenen projieiert, so geben die Verhältnisse dieser Projeetionen zu 
den Durchmessern eine constante Summe. 


Мап soll Пеп Ort desDurchschnittspunktes von drei 
g? 
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Tangentenebenen bestimmen, welche die Endpunkte 
von drei conjugierten Durchmessern zuihren Berühr- 


ungspunkten haben. LU 
Die Gleichungen der drei Tangentenebenen sind 


x cos A cos 2 cosv 

= + У Е: + = PR 
а b © 

æ cos A у cos w z cos v 
E EE D 

æ cos A” у cos u” ZE __ 
a Т b + е md 


Die Addition ihrer Quadrate giebt die Gleichung des frag- 
lichen Ortes in der Form 


za y? a / 
ый. с Ж еге тд 

94. Wenn die Fläche zweiten Grades 
д? у? 2? 


durch die Ebene 
æ cosa + у со5 + z cosy = p 


oder 
Le — x) сова + (у — у) cos В + (z— 2) cosy = 0 
— welche durch den Punkt (x, у, 2) geht — geschnitten 


wird, so kann der Ort der gemeinschaftlichen Punkte 
untersucht werden, indem man die durch den Punkt 
Lo, у, т) gehenden Geraden 
4 ГА 
с — «x у — у 2 — 2 
— == == 7 
cos o cos В' соѕ у 


betrachtet, als welche jener Ebene angehörte, sobald 
cos « use + cosß соз 7 + созу созу = 0 


ist. Die Combination dieser Gleichungen mit derjenigen der Fläche 
liefert die Gleichung des Schnittes und es ist leicht, die Natur 
desselben durch die allgemeinen Меге zu characlerisieren. 

Die Substitution von 
т==г +r osa, у= у + т cosp, 2 = 2 +r созу 


in die Gleichung des Ellipsoids giebt 


http://rcin.org.pl 


a? b? 


cos? e 2 А cos? В' АА cos? y ` 0 
а? р? с? 
für das Verhältniss Р 
cos а 
соѕ В' 


imaginäre, gleiche oder reelle Werthe erhalten, so ist der Schnitt 
elliptisch, parabolisch, hyperbolisch. Wir eliminieren mit Hilfe 
von 
соз а use + cosß cosß + созу созу = 0 
die Grösse cos y und erhalten 
o 2 2 2 
Sot + SES cos? с + (Sr SÉ ST) cos? В' 


cos œ cos В cos с cos В' 


+2 = 0, 


р 
also die Characteristik 
с? — АВ 
des Kegelschnitts in der Form 
— соз? « (a? соз? а + b? cos? В + е? cos? у). 

Daher sind die Querschnitte der Ellipsoide stets Ellipsen,, weil 
diese Grösse nach der positiven Natur der а?, 0°, с? wesentlich 
negativ ist; die Querschnitte von Kegeln und Hyperboloiden kön- 
nen ebensowohl Ellipsen als Parabeln und Пурегреіп sein, und 
sie sind speciell Parabeln für 

а? соз? « + b? cos? В — с? соз? у = 0, 
wenn е? derjenige Coefficient der Gleichung ist, der das Abwei- 
chende Vorzeichen besitzt. 

Mit Hilfe derselben Methode beweist man nunmehr leicht den 
Satz, dass die Durcehschnitte einer Fläche zweiten Gra- 
des mit parallelen Ebenen ähnliche Curven sind. Die 
Centra derselben liegen in demjenigen Durchmesser 
der Fläche, welcher der Lage der Schnittebene con- 
jugiert ist. (Vergl. Artikel 69.) 

.95. Man kann eben diess Letztere leicht nach der vorher 
befolgten Methode beweisen. 
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Denken wir nämlich für die Fläche 
а? y? z? 


ЕЛ + z == 1 


с 


а 
den Punkt (e, у, z) als Centrum des Schnittes mit der Ebene 


(к — x’) сово + (у — у) со В + (2 — 2) созу = 0, 
so ist die Gerade 
BEEN у— у EEN 
Kegel == го = r 
соз а cos ß cos y 
der Bedingung 


соз « соѕ « + соѕ В cos + созу созу = 0 


unterworfen, und die Substitution der aus ihren Gleichungen er- 

haltenen Werthe von x, y, z in die Gleichung der Fläche muss 

eine Bestimmungsgleichung für r liefern, welcher gleiche Werthe 

von entgegengesetzten Vorzeichen entsprechen. Das dadurch be- 

dingte Verschwinden des Coeflicienten des zweiten Gliedes liefert 
die Bedingungsgleichung 

x cos с у cos В' 

а? b? 
aus ihr und der Relation ` 
соз « cos« + cosh cosh + cosy cosy = 0 


e 


z созу 
e 


+ == 0; 


erhalten wir für 


СД СА D 
x D z 
k сова = =, k cos В = у, kcsy= 7 
& у 2 
а? соза, b cosh ce? cosy 


die Gleichungen der Geraden, welche den Ort der Cen- 
tra bildet. 

Daran schliesst sich leicht die Lösung der Aufgabe an: Man 
soll den Ort der Centra der ebenen Schnitte eines 
Ellipsoids bestimmen, welche durch einen Punkt 
(2, у, 2) gehen. Denn die Gleichung einer durch diesen Punkt 
gehenden Ebene ist wie oben 


Le — 2) соза + y—y)cosß + (2 — 2) созу = 0 


und für die Fläche 
2 „2 


+5 +5=1 


b? c? 


а? 
= 
Gë 
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ist der Durchmesser, welcher die Сепіга der zu ihr parallelen 
Schnitte enthält, durch 


Ф у z 
а сова Becosß е? созу 
dargestellt, und die Elimination von 
соѕ а, соӊ, созу 


zwischen diesen Gleichungen und der Gleichung jener Ebene liefert 


æ (= — а) 
е 


у (у — у) z(2— z) 

Е ы гаф. 

als Gleichung des Ortes; derselbe ist also eine der gege- 
benen ähnliche Fläche zweiten Grades, welche das 
Gentrum und den gegebenen Punkt enthält. (Vergl. Ar- 
tikel 135.) 

96. Auf dieselbe Gleichung führt natürlich die Frage nach 
den Mittelpunkten der Sehnen einer Fläche zweiten 
Grades, welche durch einen gegebenen Punkt (т, у, z’) 
gehen. Sind | 


т— у-у _ т— 
cose  omef cosy 
die Gleichungen einer solchen und «ү, у, т; 25, Yz, 25 die Coor- 
dinaten ihrer Schnittpunkte mit der Fläche, so gelten die Re- 


lationen 


Ki Beki 2 ur 2” 
cos @ cos В cos у 
SC 2 2 2 2 
а у 2 x D z 
=. + EL Bd, > e Ж ре 2 1 
а + + T + +%=1, 
also 
eck 2 2 2 
а12— & D D a — z 
1 2 1 2 1 2 
“zZ hu ра б 
a b с 


und durch Division 


(кж, + z) сова Б (yı + 92) cos в Wb (zı + 23) cos у 


а? Ai є? d 


oder nach den Relationen des Mittelpunktes einer Strecke zu ihren 
Endpunkten 


x cos с 


23 
а 
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daraus entspringt aber durch Elimination von cos с, cosp’, cos y’ 
mittelst der ebenso geltenden Gleichungen 
а — & у—у _ 2—2 
cos с собо соѕу 
die Ortsgleichung 
æ (= — x’) 4 у (у — у) RK (2—2) _ 0, 


а? 


wie oben. 

97. Die Länge der Achsen eines durch das Сепігит 
gehenden ebenen Querschnitts zu finden. 

Man kann leicht die quadratische Gleichung finden, deren 
Wurzeln die reciproken Werthe der Quadrate dieser Achsen sind, 
wenn die Summe und das Product dieser Grössen gegeben sind. 
Sind nun с, В, у die Winkel, welche die Normale der gegebenen 
Ebene mit den Achsen bildet, und bezeichnet А den durch die 
Fläche des Ellipsoids in ihr bestimmten Abschnitt, so haben wir 
nach Artikel 88 


1 1 1 1 1 

@З Test 10 =й „+ Ж: 
also 
1 1 1 1 1 соз? e cos? В соз? " 
ut ée Lët Ба заба ла }» 
während nach Artikel 91 

1 ei Ab cos? B cos? y 

аЬ? аре? е? + са? gd ah? 


ist. Die fragliche quadratische Gleichung ist daher 
1 1 /sin’« віп? sin? 
ak 


а? b? е 


u 
+ —;- = 0 
und sie kann, wie leicht erkannt wird, auch in der Form 
a? cos? « b? cos? В с? cos? у 
а? — т? b — т? с? — т? 


GET 


geschrieben werden. Man erhält dieselbe auch aus den im näch- 
sten Artikel zu entwickelnden Grundsätzen. 
Beispiel. Die Relation 
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zeigt in Erinnerung an Artikel 85, dass der Inhalt des mit der Tangenten- 
ebene eines Punktes parallelen Centralschnittes constant ist, wenn der 
Berührungspunkt eine Poloide durchläuft; und zwar in jeder der drei 
Flächen zweiten Grades, welche dort bezeichnet sind. 


Die Fläche des entsprechenden Querschnfltis wird 
daher durch 
лас 
Va? соз? о + 0? соз? В + е? cos?y 
ausgedrückt, und der Nenner dieses Ausdrucks hat seinen Maximal- 
und Minimalwerth für die durch 


x 
KE 
cos с 


Lee ЖЕ | 
cos 7 cos у 
gehenden Ebenen, wenn die quadratische Gleichung 

cos? e cos? В' cos? у' 


ә 0] 


и? — а? ц? — 0? и? — с? 


= 0 


' erfüllt ist; das Product dieser Меге ist also 


At (© JA cos? В' be соз? Ek 


а? р? е? 


Wir haben also den Satz gefunden, dass für alle Punkte 
der Durchdringung eines Ellipsoids mit einer con- 
centrischen Kugel das Produet der Flächen des gröss- 
ten und kleinsten der durch ihn gehenden Central- 
schnitte einen unveränderlichen Werth hat. 

Beispiel 1. Die Ebene 

æ cos « + y cos В + z cos у = р 
schneidet das Ellipsoid 
x? у? 
А Spt 
in einer Ellipse von der Fläche 
(a? co? e + bce cos? у — р?) mabe 
Hiel соз? e + b? cos? + с? cos? y)? 

Beispiel 2. Wenn S den Inhalt eines Querschnitts bezeichnet, den 

eine Ebene in der Entfernung 4 vom Centrum mit einem Ellipsoid bildet, 


so ist für р als den Abstand der parallelen Tangentenebene vom Сеп- 
trum der Inhalt des parallelen Gentralschnitts 


8р? 
р? =p K 


$' = 
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98. Durch einen gegebenen Radius OR einer cen- 
tralen Fläche zweiten Grades kann im Allgemeinen ein 
Schnitt gelegt werden, für welchen OR eine Achse ist. 

Wie beschreiben mit OR als Halbmesser eine Kugellläche und 
denken einen Kegel, der das Centrum zum Scheitel und den Durch- 
schnitt der gegebenen Fläche und der Kugel zur Leiteurve hat. 
Eine durch den Radius OR gehende Tangentenebene dieses Kegels 
bestimmt mit der Fläche einen Querschnitt, welcher OR zur Achse 
hat. Denn in demselben ist OR dem nächstfolgenden Radius 
gleich, da beide Halbmesser der nämlichen Kugel sind, und ist 
somit ein Maximum oder Minimum unter den Halbmessern des 
Schnittes; während die Tangente des Schnittes im Punkte R zu 
OR normal ist, weil sie auch der Tangentenebene der Kugel an- 
gehört. OR ist daher eine Achse der Schnitteurve. 

Die Gleichung des Kegels kann gebildet werden, indem man 
die Gleichungen 


“t h+% ++ = 1! 


2 2 r? r 


1 1 ATE | 1 1 
770 са Б ks KAS Ee ЫА эб ЗА м 
4 (2 1) + У (> 1) т (2 1) 0 


Wenn die Ebene 
ж соза + y со В + z cosy = 0 
eine Achse von der Länge r besitzt, so muss sie diesen Kegel 
berühren und die Bedingung, unter welcher diess stattfindet, ist 
nach Artikel 86 


a? соз? а b? cos? В с? cos? у 


d = 0, 


а? — т? b? — т? 


der 
d. i. die im letzten Artikel gefundene Gleichung. 

Nach derselben Methode können die Achsen eines beliebigen 
Schnittes der durch die allgemeinere Gleichung 

ах? + by? + c? + 21у: + тіс + пху == 
gegebenen Fläche bestimmt werden. 

Der durch die Schnitteurven derselben mit der Kugel 

+ +9 1 

bestimmte Kegel ist 
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(a — А) £? + (b— à) y? + (c—A) 2? + 21у: + 2mzx + 2пху== 0), 
und wenn A den reciproken Werth des Quadrats einer Achse des 
Schnittes repräsentiert, welchen die Ebene 
x cos + y cosh + z cosy = 0 
bestimmt, so muss diese Ebene den Kegel berühren, dessen Gleich- 
ung so eben geschrieben wurde. Nach Artikel 75 kann die Be- 
dingung, unter welcher diese Berührung stattfindet, in der Form 
а—1, WC m , соѕа 
п ,b—ìÀ, l , соѕ В Zo 
Тр LL ‚ е— А, 0087] 
cos«, соѕ В, cosy, 0 | 
geschrieben werden, welche durch Entwicklung die quadratische 
Gleichung 


д2 — 4 1% + с) соз? + (c + а) cos? $ + (а + b) cos?y 
— 21 cos В созу — 2m соз у соз а — In соѕ а cos D 
+ (be — 1) cos? « + (са — m?) cos?ß + (ab — n?) cos? у 
+ 2 (mn — al) cos В созу + 2 (nl — bm) cos у cos « 
+ 2 (Im — сп) cos с cos В = 0 
ergiebt. 

99. Wir gehen zur Untersuchung der Frage weiter, ob es 
möglich ist, eine Ebene zu bestimmen, welche ein 
gegebenes Ellipsoid in einem Kreise schneidet. Nach 
dem früher gegebenen Beweis der Aehnlichkeit aller parallelen 
Schnitte (Artikel 69) genügt es, Schnitte zu betrachten, deren 
Ebenen durch das Centrum der Fläche gehen. 

Denken wir nun einen Centralschnitt, der ein Kreis vom 
Halbmesser r ist, und sei mit demselben Radius eine concentrische 
Kugel beschrieben, so ist, nach dem Vorigen 


(2 : ) i ( : ` ) ; ( - - ) 
[е + St s П „2 Мр E 
a (2 r? У Lu r? EE SE 0 


die Gleichung eines Kegels, der das Centrum zum Scheitel hat 
und durch die Durehschnittseurve der Fläche mit der Kugel hin- 
durchgeht. Haben aber beide Flächen einen ebenen Schnitt ge- 
mein, so muss diese Gleichung nothwendig zwei Ebenen reprä- 
senlieren und es muss also einer der Coefficienten von a, y? 
oder 2° in der vorigen Gleichung identisch verschwinden. Der 
fragliche ebene Schnitt muss daher durch eine der drei Achsen 


http://rcin.org.pl 


— BI 


hindurchgehen. Für 


r =o 


verschwindet z. B. der Coefficient von y und man erhält 
x? GE 1 ) + 2? Ch ze 5 == 0, 


eine Gleichung, welche zwei Ebenen des kreisförmigen Schnittes 
repräsentiert, die durch die y Achse hindurchgehen.*) 

Diese Ebenen werdenleichtconstruiert, indem man 
in der Ebene der zz die beiden der Achse b gleichen 
Halbdurchmesser zieht; jeder derselben bestimmt mit 
der Achse der y eine jener Ebenen. 

In derselben Weise können durch jede der andern 
beiden Achsen zweiEbenen dieser Art gelegt werden, 
aber in dem Falle des Ellipsoids sind diese Ebenen sämmtlich 
imaginär; denn in der Ebene æy kann keine der Achse с gleicher 
Halbdurchmesser bestimmt werden, weil der kleinste Halbdurch- 
messer ihres Schnittes == b ist; und ebenso existiert in der Ebene 
yz kein Halbdurchmesser a, weil der grösste der Halbdurchmesser 
ihres Schniltes == b ist. 

In dem Falle des Hyperboloids mit einer Mantellläche ist с? 
negativ und die durch die Achse a gehenden Schnitte sind reell. 

Für das Hyperboloid mit zwei Mantelllächen sind b? und е? 
negativ und für r? = — е? (vorausgesetzt, dass b? kleiner ist 
als e?) erhalten wir die ‚beiden reellen Schnitte 


(ara) +” (и) 0 

Diese beiden durch das Centrum gehenden reellen Ebenen 
schneiden die Fläche nicht, aber die zu ihnen parallelen Ebenen 
schneiden sie in Kreisen. 

In jedem Falle erhalten wir nur zwei reelle durch 
das Centrum gehende Ebenen der Kreisschnitte und 
den Systemen der zu ihnen parallelen Ebenen entspringen zwei 
verschiedene Systeme von Kreisschnitten der Fläche. 


*) Die beiden Ebenen der Kreisschnitte fallen in eine Normalebene 
zur Drehungsachse zusammen, wenn die Fläche speciell eine Umdreh- 
ungsfläche ist, 
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Beispiel 1. Die Durchschnitte der Fläche 
ау + yz + ж = а? 


ztytz=k 


mit 


sind Kreise. 

Beispiel 2. Für das Tetraeder mit ешег trirectangulären Ecke und 
den entsprechenden Kantenlängen «a, b, е ist der aus dieser über dem um- 
schriebenen Kreis der Gegenlläche stehende Kegel durch 


Greef aile AfD a Ha 


dargestellt; und die äquivalente Form 


(ax + by + cz — К) СЕТЕВИГЕГЕЕ 


Nr CG ++) 
а b с 
zeigt, dass die Ebenen des zweiten Systems der Kreisschnitte durch 
ax + by + cz = К 
bestimmt sind. 

100. Zwei Flächen, in deren Gleichungen die Соеѓ- 
ficienten von ai, y?, 2? nur um eine Constante diffe- 
rieren, haben die nämlichen Kreisschnitte. 

Es erhellt diess für die Gleichungen 

Ах? + Ву? + Gi = 1, 

(4 + н) а + (B + My + (С + Н) 2 == 1 
unmittelbar aus der Formel des letzten Artikels. 

Man erkennt es auch aus den Polargleichungen dieser Flä- 
chen 


== А cos? « + B cos? В + С соѕ? у, 


= А соз? + В соѕ В + С cos?y + Н; 


н ©. ze 


aus denen sofort erhellt, dass die Differenz der Quadrate der re- 
cıproken Werthe entsprechender Radien vectoren beider Flächen 
constant ist. Wenn daher in irgend einem Querschnitt der einen 
Fläche der Radius vector constant ist, so muss diess auch vom 
Radius vector der andern gelten. 

Die nämliche Betrachtung zeigt auch, dass jede 
Ebene mit beiden Flächen Schnitte von denselben 
‚Achsen bestimmt, weil der grösste und kleinste Werth des 
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Radius vector in beiden Schnitten den nämlichen Werthen von 
e, В, у entspricht. 

Die Ebenen der Kreisschnitte eines Kegels sind 
daher die nämlichen wie die der allgemeinen Fläche 
zweiten Grades, für welche er asymptotisch ist. 

101. Je zwei Kreisschnitte einer Fläche zweiter 
Ordnung, welche verschiedenen Systemen angehören, 
liegen auf derselben Kugelfläche. 

Die Gleichungen der beiden Ebenen der Schnitte sind je einer 
der durch 


Su = TE MER: SL 4) = 
wël bs ST (> з) +: с? ge AC 


repräsentierten Ebenen parallel. Da nun die Gleichung zweier 
Ebenen sich von der Gleichung zweier Parallelebenen nur in den 
Gliedern vom ersten Grade unterscheiden kann, so muss die Gleich- 
ung der Ebenen zweier beliebigen Kreisschnitte von der Form 


(å 1 TE Me 7 ak я = 
= (+ "e zl +y LG 5) Ze E gi 1) Wer 


sein, wo 

и, = 0 
die Gleichung einer beliebigen Ebene ist. Die Subtraction dieser 
Gleichung von der Gleichung der Fläche, welcher jeder Punkt des 
Schnittes ebenfalls genügen muss, giebt aber 
Ё. Lei + у? + 22) – ш = 0, 
die Gleichung einer Kugelfläche. 

102. Wir haben gesehen, dass alle parallelen Schnitte einer 
Fläche zweiten Grades ähnliche Curven sind. Wenn wir eine 
Reihe von Ebenen legen, welche den Kreisschnittem 
der Fläche parallel sind, so ist die äusserste dersel- 
ben die Tangentenebene von gleicher Stellung und 
diese muss daher die Fläche in einem unendlich klei- 
nen Kreise durehschneiden. Man nennt ihren Berüh- 
rungspunkt einen Umbilicus, Nabel- oder Kreispunkt. 
Einige Eigenschaften solcher Punkte werden später erwähnt werden. 

Die Coordinaten der reellen Kreispunkte könnem 
hier leicht bestimmt werden. Wir haben in den ebenen Schnittt, 
welcher die Achsen a und с besitzt, einen der Achse b gleichem 
Halbdurchmesser einzutragen und die Coordinaten der Endpunkte 
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des ihm conjugierten Durchmessers zu finden. Die für Kegel- 
schnitte gültige Formel 
Kiss ai — ea? 


giebt auf diesen Fall angewendet 


р а — e? , 
b = а? — —„— ZEN 
? 
а 
also 
x? а — b, 
ё e ei 
und in analoger Weise 
E rar, 
ei, j eg 


Es existieren daher in dem Falle des Ellipsoids vier reelle 
Kreispunkte in der Ebene «z und vier imaginäre in jeder der an- 
dern Hauptebenen. 

103. Es ist nützlich, an dieser Stelle anzugeben, wie man 
in derselben Art die Kreisschnitte des durch die 
Gleichung 

a? y? 2z 
a? + п аай? 
gegebenen Paraboloids bestimmen kann. 

Wir denken einen durch den Anfangspunkt der Coordinaten 
gehenden Kreisschnitt vom Radius r und erkennen nach Artikel 99, 
dass er in der Kugel 

ae + у? + = %rz 
liegen muss. Der von ihr mit dem Paraboloid bestimmte Durch- 
schnittskegel ist durch die Gleichung 


er er 
ТЕ. 2 TE. a. 
(1-2) жиб) + = 
dargestellt und diese repräsentiert zwei Ebenen, wenn eines ihrer 


Glieder verschwindet. Diese beiden Ebenen sind reell in dem 
Falle des elliptischen Paraboloids für 


er 
~- = 1l, 
а? 
weil dann die Gleichung auf 
0222 == (a? — b?) у? 


reduciert wird. In dem Falle des hyperbolischen Paraboloids exi- 
stiert hingegen kein reeller Kreisschnitt, ‘denn die nämliche Sub- 
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stitution bringt die Gleichung der beiden Ebenen auf die imagi- 
näre Form 
021? 4 (а? 4 2) у 0. 

Man kann aber überhaupt leicht zeigen, dass kein ebener 
Schnitt eines hyperbolischen Paraboloids eine geschlossene Curve 
sein kann; denn für seinen Durchschnitt mit der Ebene 

z= l 4 m ée 


erhalten wir die Projection auf die Ebene der xy durch 


æ _ у ls + ту +) 
а? р с 


dargestellt, und erkennen damit, dass dieselbe nothwendig eine 
Hyperbel ist. 

Beispiel. Welches sind die zwischen den Coefficienten der allge- 
meinen Gleichung zweiten Grades 

ах? + by? + сє? + dw? + 21у: + 2mzx + 2nay 
+ ?р + 2gyw + 2rzw = 0 
und der Gleichung der Ebene 
ax + Ву + у: + дю = 0 


bestehenden Relationen, wenn dieselbe eine Ebene der Kreisschnitte der 
durch jene repräsentierten Fläche ist? 
Sie sind 


ери ЕЕ" CEDE, 


а у—д С (@«—Б)(у—@д 
b+c—2l а+ а— 2р, (пф) —– mtd. 
Si TE TREI 
с ha — 2m 1+ 0—24 «+ ие + = 

(у — «) (8 — д)? (7 — «) (В — 9) 

f АВ? CD _ (лї + DB?) — (AD? — BO 
e — В "9-9 (а — В) (у — 9 
! вс? Е AD? _ (4B? + Ср) — Wan Zen 
Pre "` Jee gi (В — у) (к — 9) 

| ac? A рв? _ (4D + ВС) — (AB? — H, 
ER ei н (0 — «) (В – d 


wo mit AB, AC, еіс. die Kantenlängen des Fundamentaltetraeders ABCD 
bezeichnet sind. 


104. Wir haben gesehen, dass für einen elliptischen Central- 
schnitt alle parallelen Schnitte ähnliche Ellipsen sind, und dass 
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der Schnitt der Tangentenebene eine unendlich kleine ähnliche 
Ellipse ist. In gleicher Art müssen, wenn der Central- 
schnitt eine Hyperbel ist, die Schnitte aller paralle- 
len Ebenen ähnliche Hyperbeln sein und der Schnitt 
der Tangentenebene muss sich auf ein Paar gerade 
Linien reducieren, welche den Asymptoten der Cen- 
tralhyperbel parallel sind. Aus der auf ein beliebiges Sy- 
stem conjugierter Durchmesser bezogenen Gleichung 


SC 2 22 
ж Е, > == 1 
а? р? Є" 
ergiebt sich für den durch eine der æz parallele Ebene 
у == Ё 
bestimmten Schnitt die Gleichung 
а? 52 2 
ME сеза: ж === p= Е. 
er е? b* 
dieser Schnitt redueiert sich also für den Werth 
В = 0 


auf ein Paar von geraden Linien. 
Solche gerade Linien können nur auf dem Hyper- 
boloid mit einer Mantelfläche existieren, weil für die 


Gleichung d 3 л 
а? S z? 
St 1+ 
die rechte Seite für keinen reellen Werth von z verschwinden 
kann. Es ist auch geometrisch evident, dass eine gerade Linie 
nicht auf einem Ellipsoid existieren kann, weil dasselbe eine ge- 
schlossene Fläche ist, und nicht auf einem Hyperboloid mit zwei 
Mantelflächen, als von welchem kein Theil in dem zwischen ver- 
schiedenen Systemen von zwei parallelen Ebenen enthaltenen Raume 
gelegen ist, während eine gerade Linie denselben doch durch- 
setzen muss. 
105. Wenn wir die Gleichung des liyperboloids mit 
einer Mantelfläche in die Form 


bringen, so liegt offenbar der Durchschnitt der bei- 
den Ebenen 


Salmon, Anal. Geom. d. Raumes. 9 
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2 9-р ЭЕ 


ganz іп der Fläche desselben und wir erhalten daraus 
für verschiedene Werthe von 2 ein System gerader Li- 
nien in der Fläche; wir erhalten ein zweites System 
soleher Geraden, indem wir den Durchschnitt der 
Ebenen 


Cache 1@+2)=6- 0) 


betrachten, 
Oder in allgemeinerer Form: Wenn 
==, EI Et 
vier Ebenen repräsentieren, so ist 
«у == fò 

die Gleichung eines Hyperboloids mit einer Mantellläche, welches 
erzeugt werden kann als der Ort der Systeme von geraden Linien, 
die durch die Gleichungen 

è == В, „йу. =, 

а == Ад, лу == В 
repräsentiert sind. Wir merken an, dass die Ebenen, welche als 
ihren Durchschnitt die betrachteten Geraden erzeugen, entspre- 
chende Ebenen zweier Büschel von gleichem Doppelschnittverhält- 
niss sind, deren jedem zwei von den vier Flächen des Fundamen- 
taltetraeders als entsprechende Ebenen angehören. Ein Hyper- 
boloid mit einer Mantelfläche kann daher als der Ort 
der geraden Durchschnittslinien der entsprechenden 
Ebenen von zwei Büscheln von gleichem Doppel- 
schnittverhältniss angesehen werden. Wenn die Schei- 
telkanten beider Büschel sich durchschneiden, so degeneriert das 
Hyperboloid in einen Kegel, der jenen Punkt zum Scheitel hat. 

In dem Falle der Gleichung 


> = 
а? у 2 


т + E Sera 1 
können die geraden Linien der Fläche auch durch die Gleichungen 


2 М ECH Hi z А 

— == — c089 sin 9, = == sin 6 5 6 
г = + b 3 + cos 
repräsentiert werden. 


a 
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In Erinnerung ап den Schluss des Artikels 94, als wo die 
Lage einer Schnittebene characterisiert ward, welche mit der 
Fläche eine Parabel erzeugt, fügen wir folgendes hinzu. 

Offenbar muss nach dem Vorigen die Ebene eines para- 
bolischen Schnittes einer Erzeugenden des Asympto- 
tenkegels parallel sein. Eben diess ergiebt sich aus der 
dort gefundenen Bedingung. Denn sie war 

а? соз? а = с? cos? у — b? cos? В 
und lässt sich in die beiden 


— 1 а соѕа == с созу + b соз В, — k а созе == с созу — b cosp 


zerlegen. Sind aber соз, cos В, соѕ у die Richtungscosinus 
einer Erzeugenden des Asymptotenkegels, so hat man 


cos? 0 cos? у cos? В' 


а?- є? b? 


und in analoger Zerlegung 


D ее H 


E-a D b 
durch Multiplieation der entsprechenden Zerlegungsformen somit 


k cos о cos у p Gë В Пе cos у! cos В". 
а С b 


— соз а соз « = соз у соз у + cosß cosp 

+ Ы соз у cos В + = cos @' cos y, 
— cos о созе' == созу cosy + соз В cos В' 

= 5 cos у cos В — cos ß cos у; 


also durch Addition 
соз а cos« + cosß соз В" + созу созу = 0, 

d. h. die Ebene des parabolischen Schnittes ist parallel der Er- 

zeugenden, wie behauptet ist. 

106. Zwei beliebige gerade Linien des Hyperbo- 
loids, welche zu entgegengesetzten Systemen gehören, 
liegen in derselben Ebene. 

Betrachten wir die beiden Linien e 

«a — АВ = 0, Ау — ò = 0), 
а — ř = N, Ау — В = 0 


so sind sie beide offenbar in der Ebene 


9* 
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«—18 + Ау — 00 = 0 
enthalten, weil diese Gleichung in jeder der Formen 
(а — 18) + X (y — d = 0, 
(æ — 00 + aà (07 — В) = 0 
geschrieben werden kann. 

Es wird in derselben Weise erkannt, dass kein Paar von ge- 
raden Linien des Hyperboloids, welche demselben System ange- 
hören, in einer Ebene liegen könne; denn keine Gleichung einer 
Ebene von der Form 

(«— 8) + Р (ду — д) = 0 
kann mit der der andern Form 
(АВ) + Rn д) —=0 
für verschiedene Werthe von A und A identisch werden. 


Auf dem nämlichen Wege sehen wir, dass die beiden gera- 
den Linien 


2 2 , 2 у # 
== - v LK Ss 0, — == — д H у ? 
йы sin VK z Sin + cos 9 
z 2 
айт “ы cos Ф + sin Ф, DIE — sin Ф — cos®, 
a с b є 


welche zu verschiedenen Systemen gehören, in der Ebene 
T eos 40 + Ф) + 7 sing (0 + ®) 


aja 


cos 4 (0 — Ф) — sin } (0 — Ф) 


enthalten sind. Diese Ebene ist parallel zu der zweiten Linie des 
ersten Systems 
x z А E 
— == — соз Ф — іп Ф, P = — sin Ф +cos®, 
с 


а с b 


aber sie enthält sie nicht; vielmehr ist die Gleichung einer durch 
diese Linien gehenden und zur vorigen parallelen Ebene 


cos 4 (0 + Ф) + y sing (0 + Ф) 


ein elt 


= — соз } (0 — Ф) + sin 4 (9 — Ф), 


also im absoluten Gliede von jener verschieden. 
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Wir fügen noch folgende Entwickelung hinzu. 
Die Coordinaten des Durchschnittspunktes zweier Erzeugen- 
den verschiedener Systeme sind 


z cos Ф Lei ` cos4 (Ф + 9) 
e TTD + int sin 4 (© + 9)’ 
у sin 4 (Ø — 9) 

vi NC + 9' 

Ca == 9) 

а эш ERC E CR 


Man hat daher 
++ 2° = 
a? cos? Z (Ф — б) + b? sin? 4 (Ф — 9) + с? соз? 1 (Ф +9 
sin? 4 (Ф + 9 К 
was mit der Bedingung des Parallelismus 
sin 4 (© +9) = 0 


übereinstimmt. 
Die Erzeugenden sind orthogonal, wenn 
а? cos Ф cos б — Ь? зїп Ф sind + с? — 0 
ist; und diese Relation geht durch geometrische Umformung in 
а + b 4 с == 
а? cos? 4 (Ф +9) + b зіп? (Ф — 9) + с? соз? 1 (Ф +9) 
1.23 200277 ЖАЗЫЛЫ tier РУУ 
über, so dass 
a? + b? + =? + у? + 2? 
ist: Oder der Ort der Durchschnittspunkte orthogo- 
naler Erzeugenden ist der Schnitt der Fläche mit einer 
concentrischen Kugel. 
Beispiel. Welches ist der geometrische Ort des Durchschnittspunk- 
tes der Erzeugenden des Hyperboloids 
23 2 2 
a Sech 
die den constanten Winkel ф mit einander einschliessen? 


Wenn а“ die Centraldistanz eines Punktes der fraglichen Art be- 
zeichnet, so kann die Gleichung des Hyperboloids in der Form 


2 
у? ZS 
Ab Ды?! 


dargestellt werden, und man hat die Relationen 
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а 62—02 ==а + 0 — с, а? = а? 4 у? 4 2, 
abc = + — = (Vergl. für das Letztere Artikel 91) 
= yE y? z? 
ати а 
und erhält für а == а die Erzeugenden, die sich in jenem Punkte schnei- 
den, durch 


b 
у = + ays 
dargestellt, so dass 
Aa, S 
2b’ e + дае! а! + D + с“ 


t u Ze ni 

әп Ф ie Ee, «+ y?+ 2°— (a?+b?+e?) 
ihren Winkel bestimmt. Für einen gegeben Winkel erhält man daher den 
Durchschnitt des Hyperboloids mit einer Fläche vierten Grades als den 


fraglichen Ort. 
Dem Werthe ф == 90° entspricht 


EE GE «?®== а? + 02 4 с?, 
wie oben. 

Für das hyperbolische Paraboloid ist der dem allgemeinen Falle ent- 
sprechende Ort ein Hyperboloid und in dem rechten Winkel entspricht eine 
zur Achse normale Ebene, also eine Hyperbel; für а == b ist sie die Tan- 
gentenebene im Scheitel und der Ort degeneriert in zwei Gerade. 


107. Wir haben gesehen, dass jede Tangentenebene des Hy- 
perboloids mit demselben zwei gerade Linien gemein hat, welche 
sich im Berührungspunkt durchschneiden, und dass sie die Fläche 
in keinem andern Punkte berührt. Wenn wir durch eine 
dieser Geraden eine beliebige andere Ebene legen, 
so schneidet diese die Fläche nothwendig in einer 
andern geraden Linie und berührt sie in dem Punkte, 
in welchem diese Linie jene erste durchschneidet. 

Umgekehrt enthält die Tangentenebene einer Fläche in jedem 
Punkt einer geraden Linie derselben nothwendig diese Gerade, 
aber sie ist für jeden andern Punkt dieser Geraden eine andere. 
Wir erkennen diess aus der Betrachtung der Fläche 

to = yy, 
welche die Linie xy enthält und wo 
Фф = 0, ф=0 
Ebenen repräsentieren — obgleich der Beweis ebenso gültig bleibt, 
wenn Ф, р Functionen von beliebigem höheren Grade sind. Wir 
bestimmen mittelst der allgemeinen Gleichung der Tangentenebene 
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@— €) => + (у—у) dy’ + (6—2) 2 0 


diejenige der Tangentenebene des Punktes 


==; "wel | Yo 5 

und finden als ihre Gleichung 
ap + уф = 0, 

wenn ` und з’ die Resultate der Substitution dieser Coordinaten 
in die Polynome p und з bezeichnen. Offenbar variiert diese 
Ebene mit dem Werthe von =, und man erkennt leicht, dass 
die Reihe der Berührungspunkte und das Büschel der 
Tangentenebenen von dem nämlichen Doppelschnitt- 
verhältniss sind. 

In dem Falle des Kegels gestalten sich diese Verhältnisse 
anders. Jede Tangentenebene schneidet die Fläche in zwei zu- 
sammenfallenden geraden Linien und in Folge dessen ist für alle 
Punkte derselben geraden Linie die Tangentenebene die nämliche 
und berührt die Fläche längs der ganzen Erstreckung dieser Linie. 

Und allgemeiner, wenn die Gleichung einer Fläche von der 
Form 

хф + ур = 0 
ist, so ergiebt sich genau wie vorher, dass die Tangentenebene 
in jedem Punkte der Linie vy mit 
а = 0 
zusammenfällt. 

Die Projectionen der geraden Linien des Hyperboloids mit 
einer Mantelfläche auf die Hauptebenen sind Tangenten seiner ent- 
sprechenden Hauptschnitte. 


108. Es ward im Artikel 104 gezeigt, dass die beiden geraden 
Linien, in welchen die Tangentenebene ein Hyperboloid schneidet, 
mit den Asymptoten des parallelen Centralschnittes von gleicher 
Richtung sind. Da aber diese Letzteren offenbar Kanten des 
asymptolischen Kegels der Fläche sind, so ist jede gerade Linie 
auf einem Hyperboloid zu einer der Kanten seines 
Asymptotenkegels parallel. Man erkennt auch daraus, dass 
nicht irgend drei solcher Geraden zu derselben 
Ebene parallel sein können, weil unter dieser Voraussetzung 
eine parallele Ebene durch das Centrum den asymptotischen Kegel 
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in drei Kanten schneiden müsste während derselbe doch nur ein 
Kegel zweiten Grades ist. 

109. Jede gerade Linie des ersten Systems schneidet, wie wir 
bewiesen haben, alle geraden Linien des zweiten Systems. 

Daher kann umgekehrt die Fläche als durch die 
Bewegung einer geraden Linie erzeugt angesehen 
werden, welche eine gewisse Anzahl fester gerader 
Linien stets durchschneidet®). 

Wir bemerken zuerst, dass die Bewegung einer geraden Linie 
durch drei Bedingungen reguliert sein muss, wenn durch dieselbe 
eine Fläche erzeugt werden soll. Denn da die Gleichung einer 
geraden Linie vier Constanten enthält, so würden vier Bedingungen 
die Lage derselben vollständig bestimmen. Durch eine Bedingung 
weniger ist die Lage der Linie nicht bestimmt, aber doch so be- 
grenzt, dass die Linie stets auf einer gewissen Ortsläche liegen 
muss, deren Gleichung man wie folgt bestimmen kann. Für 

а= т: р, y=n + qg 
als die allgemeinen Gleichungen der geraden Linie begründen die 
Bedingungen der Aufgabe drei Relationen zwischen den Constan- 
ten m, n, р, q; zwischen diesen Relationen und den beiden Gleich- 
ungen der geraden Linie als fünf Gleichungen kann man die vier 
Grössen m, n, р, q eliminieren und die dadurch erhaltene Gleich- 
ung in æ, y, z ist die Gleichung des gesuchten Ortes. 

Oder wir schreiben die Gleichungen der geraden Linie in der 
Form З 2 . 

—&_у—у_ 2—2 
cose cosß созу 


und erhalten aus den drei Bedingungen drei Relationen zwischen 
den Constanten <’, у, z, e, В, у; eliminieren wir dann zwischen 
diesen die Grössen с, ß, y, so ist die resultierende Gleichung 
in 2, у, z die Gleichung des fraglichen Ortes, weil (x, у, 2) 
einen beliebigen Punkt der geraden Linie bezeichnet. 


*) Man nennt eine Fläche, die durch Bewegung einer geraden Linie 
erzeugt werden kann, eine Regelfläche; dieselbe heisst insbesondere 
developpabel oder abwickelbar, wenn jede erzeugende Gerade 
durch die nächstfolgende geschnitten wird, und sie heisst windschief 
(Skew, gauche), wenn diess nicht der Fall ist. Das Hyperboloid mit einer 
Mantelfläche gehört zur letzteren, der Kegel zur ersteren Klasse. 
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Wir sehen daraus, dass die Aufgabe eine völlig 
bestimmte ist, welche verlangt, eine Fläche zu fin- 
den, die durch eine gerade längs dreier fester gera- 
den Linien*) sich bewegende Gerade erzeugt wird. 
Denn indem wir nach Artikel 40 die Bedingungen ausdrücken, 
unter welchen die bewegliche jede der festen Geraden schneidet, 
erhalten wir die drei nothwendigen Relationen zwischen m, n, р, q- 
Wir erkennen auch auf geometrischem Wege, dass die Bewegung 
der geraden Linie durch die gegebenen Bedingungen vollständig 
geregelt ist. Denn eine gerade Linie ist vollständig bestimmt, 
wenn sie durch einen gegebenen Punkt gehen und zwei feste ge- 
rade Linien schneiden soll, weil der feste Punkt mit jeder der 
beiden geraden Linien eine Ebene und der Durchschnitt dieser 
Ebenen die fragliche Gerade bestimmt. Wenn sich nun der Punkt, 
durch welchen die gerade Linie gehen soll, selbst längs einer 
dritten festen Geraden bewegt, so erhalten wir der stetigen Reihe 
seiner Lagen entsprechend eine stetige Reihe von geraden Linien, 
deren Vereinigung die Ortsfläche bildet. 

Die vier Normalen, welche von den Eckpunkten eines Tetraeders auf 
die gegenüberliegenden Seitenflächen gefällt werden, sind Erzeugende 
eines Hyperboloids mit einer Mantelfläche. 

Denn die Projeetionen von dreien unter ihnen auf die Ebene der 
Ecken, von denen sie ausgehen, schneiden sich in einem Punkte, die in 
ihm auf dieser Ebene errichtete Normale schneidet also jene drei Höhen 
und ist der vierten. parallel, also eine Erzeugende jenes Hyperboloids. 
Man hat so vier Erzeugende der zweiten Art, die denen der ersten respec- 
tive parallel sind, und leitet daraus das Centrum des Hyperboloids leicht 
ab. Dasselbe liegt mit dem Schwerpunkt des Tetraeders und mit dem ` 
Centrum der ihm umgeschriebenen Kugel in einer Geraden. 

110. Wir gehen hiernach an die Lösung der gestellten Auf- 
gabe: Die durch eine drei feste gerade Linien stets 
schneidende bewegte Gerade erzeugte Fläche zu be- 
stimmen. 


Zur möglichsten Abkürzung der Arbeit untersuchen wir zuerst, 
welche Wahl der Goordinatenachsen am meisten geeignet ist, die 
Gleichungen der festen geraden Linien in der möglichst einfach- 
sten Form zu geben. Wir erkennen sogleich, dass es am passend- 
sten sein muss, die Achsen respective parallel den drei gegebenen 


*) Oder auch Curven beliebiger Art. 
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geraden Linien zu wählen — eine Wahl, die nur in dem beim 
Hyperboloid mit einer Mantelfläche nach Artikel 108 nicht mög- 
lichen speciellen Falle nicht getroffen werden kann, wo die drei 
gegebenen Geraden einer und derselben Ebene parallel sind; wir 
wollen diesem Falle im nächsten Artikel eine besondere Unter- 
suchung widmen. Dann kann nur noch die möglichst symmetrische 
Lage des Anfangspunktes der Coordinaten fraglich sein. Wir er- 
halten aber ein Parallelopiped, von welchem die gegebenen Linien 
Kanten sind, wenn wir durch jede der drei geraden Linien Ebe- 
nen legen, welche den jedesmaligen beiden andern parallel sind 
und erkennen im Centrum desselben jene möglichst symmetrische 
Lage des Anfangspnnktes; die durch dasselbe gehenden Parallelen 
zu jenen Geraden sind die Coordinatenachsen. Wenn 


c AE e be E 
die Gleichungen jener drei Paare von Ebenen sind, so werden 
durch 
y= b; zz — ае, m AN ж >= = а, ess Ё 
die drei festen Geraden repräsentiert. Die Gleichungen einer die 
beiden ersten von ihnen durchschneidenden geraden Linie sind 


z + c= A (y— b), z—c = ы (= + а), 
und dieselbe durchscheidet die dritte, wenn 
c + на +ıb=0 
ist; die Einführung der Werthe von A und и aus den vorgen 
Gleichungen giebt 
c (æ + a) (y — b) + a (y—b) (z— e) +b (2 {+ с) (ж + а) = 0 
oder durch Reduction 
ayz + bzx +cay + abe = 0. 

Durch Anwendung der Kriterien des Artikel 81 erkemen 
wir, dass diese Gleichung ein Hyperboloid mit einer Man- 
telfläche repräsentiert, wie auch schon daraus geschlossen wer- 
den kann, dass sie nach der Voraussetzung eine Regelfläche und 
nach ihrer Form eine Fläche zweiten Grades mit Centrum be- 
zeichnet. 


Die Auflösung der Aufgabe kann sodann in folgender Form 
gegeben werden. 


http://rcin.org.pl 


« — 19 = 


Den Gleichungen der beweglichen Geraden 
—ж у—у 2 =z 
соза 7 cosp O соѕу 


entsprechen als Bedingungen des Durchschnitts mit den festen 
geraden Leitlinien 


cos 3 cos у ' 
т—с __ &+}а 
cosy ` соза 
en _ y +b 
соза сор 


Durch die Multiplication dieser Gleichungen eliminieren wir 

«, ß, у und erhalten die Gleichung des Ortes in der Form 
(x—a) (у — b) (2—0) = (x + а) (y + b) (te) 
oder durch Reduction 
ayz + bzx + cxy + abc = 0, 

ganz wie vorher. 

Die Frage liegt nahe, unter welchen Bedingungen vier 
Gerade im Raume Erzeugende desselben Hyperboloids 
sind; wir deuten ihre Lösung an, indem wir die Gleichungen der 


vier Geraden durch 
x — % == ш ==... 
ZU ИНЕ (@==1, 2, 3, 4) 
COS 0; соѕ В; соѕ у; 


bezeichnen. Die Aufstellung der vier Bedingungsgleichungen ihres 
Durchschnitts mit der Geraden 
—а Eee re: 
cose "oof 7 en 
und die Elimination der sechs dadurch eingeführten Grössen zwi- 
schen ihnen liefert die Bedingungen in Gestalt einer Determinante 
wie folgt. Ist 
Ae == у; COS у; — Ze С05 Pi, В; = zi C080; — © COS Yi; 
Ci = ©; cos В; — у; COS Qi, 
so ist die Bedingung 
Ay, В, Or, COS су, cos В,, созу, 
An, В„, С, COS а,, COS В,, COS у, 
Ay, Bz, C3, соз аз, COS P,, COS 73 
A, Ву, С,, сов «„, cos В,, COS 74 


http://rcin.org.pl 


= JI — $ 


und sie reduciert sich auf die drei einfachen Determinantenrela- 
tionen 


(4i, соз а,, cos Pz, cos уц) = 0, 
(Bi, соз œ, cos Êz, сову) = 0, 
(С,, соз œ, cos Ê}, cos y) = 0. 


Eine allgemeinere Lösung des Problems ist endlich 
diese: Man denke die beiden ersten geraden Linien als Durchsehnitte 
der Ebenenpaare 

«=Й = 0; у ==%,д==0; 
so können die Gleichungen der dritten in der Form 
а = Ау + Bò, В = Су + рд 
dargestellt werden und die bewegliche Gerade hat als gemeinschaft- 
liche Transversale für die ersten beiden Linien die Gleichungen 
= Аб Уже АЧ. 

Die Substitution dieser Werthe in die Gleichung der dritten 
liefert die Bedingung, unter welcher sie auch von dieser geschnit- 
ten wird, in der Form 

Ав + В = 1 (Си + D), 
und die Elimination von A und и zwischen dieser Gleichung und 
den Gleichungen der beweglichen Geraden giebt die Gleichung der 
Ortslläche 
В (Ay + Bò) = а (Су + Рд). 

Die oben aufgeworfene Frage nach der hyperboloidischen Lage 
von vier Geraden lässt sich im Anschluss an das System der tetrae- 
drischen Coordinaten leicht in einfacherer Form beantworten, wenn 
man jene als durch die Ecken des Fundamentaltetraeders gehend 
voraussetzt. Mit Beibehaltung der vorigen Bezeichnungen können 
dann die Gleichungen der vier Geraden geschrieben werden 


агч МЁ ie, 

ыты KEE? «Уе 

a2 KÉ 44 

e y d 

— = — == —, 

а KC Za 

e В d 

— == — = —, 

а аз аз 
Аку р. лаз ыў. 

к! EC ЫЕ U D 
аи а» а, 


wenn die drei durch die Ecke 
Bi = ô = 0 
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des Fundamentaltetraeders nach den drei letzten Geraden gehen- 
den Ebenen 


ж. 2 d В а о 


н Е-Е A 
43 Un Dag аз) а аз 

durch eine und dieselbe Gerade gehen, so ist die Bedingung er- 

füllt und diese Gerade eine Erzeugende des zweiten Systems; diess 


findet aber statt für 


E бы ren Са ее Под 
und die fragliche Erzeugende des zweiten Systems ist durch 
azb = аду = ад 


gegeben. Die Betrachtung der andern Eckpunkte des Fundamen- 
taltetraeders giebt analoge Bedingungen; die vier ursprünglichen 
Geraden haben also Gleichungen von der Form 


о ия 
— ран D 
nr 43 24 
7 д а 
Р == — == —, 
а›з а KÉ 
d e В 
d — ъз — жш =—, 
аз aig а 
„Е SET Др 
а — u. 
au 44 а 


und die durch dieselben Ecken des Tetraeders gehenden Erzeu- 
genden des zweiten Systems sind dann durch 


guf == ау = азд, 
ау = аб = аа, 
49 == ане == 4,46, 
азза == а, == ау 


dargestellt. Man beweist von diesen Gleichungen aus sehr einfach 
diese Sätze: Wenn die Eckpunkte zweier Tetraeder auf vier hyper- 
boloidischen Geraden liegen, so sind auch die Durchschnittslinien 
entsprechender Tetraederflächen hyperboloidisch*). Wenn die 
DurchselMittslinien entsprechender Flächen zweier Tetraeder vier 
hyperboloidische Gerade sind, so liegen auch die entsprechenden 
Ecken derselben auf vier hyperboloidischen Geraden **). 


*) Vergl. Cayley, „Quarterly Journal“ Vol. I, р. 10. 
**) Vergl. Hermes „Ueber homologe Теігаейег“ im „Journal für die 
т. u. a. Math.“ Bd, 56, р. 221. 
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Für die Gleichheiten 
аа, == ауа == 4053 
fallen die Erzeugenden des ersten und zweiten Systems zusammen 


und das Hyperboloid reduciert sich auf einen Kegel. 
Die Höhen des Tetraeders können durch die Gleichungen 


вте аР а NER 

соз (д) cos (у, а) cos (д, а)” 
7 A) d ed “ 

соз (y,ßB) соѕ (д, В) ` emie, В)’ 
d № а SH В 

cos (0, у) соз (у) cos (В, у)” 


we ët SS os 
cos (œ, ð) cos (д0 cos (y, д) 
respective dargestellt werden, wenn man durch je, В) etc. die 
Winkel der Tetraederflächen e == 0, В = 0, еіс. bezeichnet 
(Vergl. „Analyt. Geom. d. Kegelsch.“ Artikel 56, Aufg. 3); sie 
sind also hyperboloidische Gerade. (Artikel 109.) Aber das Vorige 
zeigt, dass die Geraden 
В cos (у, д) = у cos (В, д) = 0 cos (В, у), 
у cos (д, а) = ò cos (у, а) = а cos (у, б), 
d cos («, В) = « cos (д, В) = В соз (д, а), 
e cos (В, у) = В cos (а, у) == у cos (a, В) 
die vier Erzeugenden der zweiten Art sind, welche von den Ecken 
des Tetraeders ausgeben; und die Form der Gleichungen zeigt, 
dass sie die Durchschnittslinien der drei Ebenen sind, welche in 
jeder der dreiseiligen Ecken des Tetraeders durch eine Kante nor- 
mal zur gegenüberliegenden Seitenfläche gehen. Man hat damit 
acht Erzeugende desselben Hyperboloids. 
Dem Falle des Kegels entspricht die Relation 
cos («, В) cos (у, д) == cos (а, у) cos (В, д) 
== cos (а, д) cos (В, у). 


Ebenso sind die acht Geraden 
В sin (y, д) = у sin (В, dl = д sin (В, у), 
у sin (д, ei == 6 sin (у, а) = « sin (у, д), 
etc., 
Fer ER 7 gd 


CR EE RG 
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sin (у, В) sin (08) sin (æ, В) 

etc., welche für 

sin e, В) sin (у, 0) = sin (с, y) sin (В, д) 
= sin (с, д) sin (В, y) 


paarweise zusammenfallen, Erzeugende desselben Hyperboloids; 
man erkennt in den ersten die Geraden, von denen jede die Durch- 
schnittslinie der drei Ebenen einer dreiseitigen Ecke ist, welche 
eine Kante mit der Halbierungslinie des gegenüberliegenden Kanten- 
winkels verbinden, in den zweiten aber die vier Geraden von denen 
jede eine Ecke des Tetraeders mit dem Centrum des eingeschrie- 
benen Kreises der Gegenfläche verbindet. 

111. Aus der im Artikel 105 auseinander gesetzten allge- 
meinen Theorie erhellt, dass das hyperboloidische Para- 
boloid auch gerade Linien enthält, die ganz in der 
Fläche liegen. Denn die Gleichung 


3 — fe = у (Artikel 83) 
ist in der allgemeinen Form 
«у = Bé 
enthalten und die Fläche enthält daher die beiden Systeme von 
geraden Linien 


, ES, 2 
а $ b a + b e 


Diese beiden Gleichungen zeigen, dass jede der geraden 
Linien in der Fläche parallel zu der einen oder der andern der 
beiden festen Ebenen 


sein muss, und diess bezeichnet eine wesentliche Verschiedenheit 
zwischen den geraden Linien des Paraboloids und des Hyper- 
boloids. (Vergl. Artikel 108.) Im Uebrigen wird, wie im Artikel 106 
bewiesen, dass jede gerade Linie des einen Systems jede des an- 
dern durchschneidet, während zwei gerade Linien des nämlichen 
Systems sich nicht durchschneiden. 

Wir wenden uns hiernach zur Auflösung des umgekehrten 
Problems, d. h. zur Bestimmung derjenigen Fläche, wel- 
che durch eine längs dreier festen zur nämlichen 
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Ebene parallelen Geraden fortbewegte gerade Linie 
erzeugt wird. Wir denken die Ebene гуу als parallel den drei 
festen Geraden und die Achsen 2 und у insbesondere als parallel 
den beiden ersten unter ihnen, so dass ihre Gleichungen sind 
ae gr ee ОЕЕО ИЕ Ий, Ee €, 

Dann sind die Gleichungen einer die beiden ersten schnei- 

denden geraden Linien 
g = А (2—8), y = p (= — b), 
und dieselbe durschneidet zugleich die dritte, wenn 
А (c — а) = mu (с — b) 
ist. Daraus entspringt als die Gleichung des Ortes 
(а — с) x (z — b) = (b — с) y (z а), 

welche ein hyperbolisches Paraboloid repräsentiert, weil das von 
den Gliedern zweiten Grades gebildete Polynom in zwei reelle 
Factoren zerlegbar erscheint. 

In derselben Art können wir die Fläche untersuchen, wel- 
che durch eine gerade Linie erzeugt wird, die bei 
ihrer Bewegung längs zweier fester Geraden einer 
festen Ebene stets parallel bleibt. Sind jene Linien durch 

gë = (rel VIER 

und ist die feste Ebene durch | 

æ cosa + у соѕ В + z cosy = р 
dargestellt, so sind die Gleichungen einer gemeinschaftlichen Trans- 
versale jener beiden 

æ =h (2—0), y =u (z +a) 
und die Bedingung ihres Parallelismus mit der festen Ebene isl 

cosy + А созе + и соѕ В = 0, 
so dass die Gleichung des fraglichen Ortes in der Form 

cos у (22 — а?) + x cos а (z + а) + у cos В (z — а) == 0 

erhalten wird, welche еіп hyperbolisches Paraboloid darstellt, weil 
das Polynom der Glieder vom zweiten Grade in zwei reelle Fac- 
toren zerfällt. 

Ein hyperbolisches Paraboloid ist die Grenze 
eines Hyperboloids mit einer Mantelfläche, für wel- 
ches die erzeugende Gerade in einer ihrer Lagen 
ganz in unendlicher Entfernung liegt, wie sich diess auch 
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schon aus dem Parallelismus derselben zu einer festen Ebene er- 
giebt, als deren unendlich entfernte Gerade jene Lage betrachtet 
werden kann. 

Wir sahen im Artikel 104, dass eine Ebene eine Fläche 
zweiten Grades berührt, wenn sie sie in zwei reellen oder ima- 
ginären geraden Linien schneidet und im Artikel 83, dass ein 
Paraboloid durch die unendlich entfernte Ebene in zwei reellen 
oder imaginären geraden Linien geschnitten wird; wir schliessen 
daraus, dass jedes Paraboloid durch die unendlich ent- 
fernte Ebene berührt wird. 


Beispiel. Eine gerade Linie, welche sich über zwei feste Gerade so 
bewegt, dass sie mit ihnen stets gleiche Winkel bildet, erzeugt ein hyper- 
bolisches Paraboloid; denn sie bleibt der Halbierungsebene des Winkels 
beider Geraden parallel. 


112. Vier gerade Linien des einen Systems bestim- 
men in allen geraden Erzeugenden des andern Sy- 
stems Punktreihen von gleichem Doppelschnittver 
hältniss. 

Denn durch jene vier Geraden und eine sie alle durchschnei- 
dende fünfte werden vier Ebenen bestimmt, welche ein Büschel 
bilden; daher wird jede andere jene vier durchschneidende Gerade 
in constantem Doppelschnittverbältniss getheilt. (Artikel 33.) 

Wenn umgekehrt zwei einander nicht durchschneidende ge- 
rade Linien in Reihen von Punkten homographisch, d. i. nach 
gleichem Doppelschnittverhältniss (projectivisch) getheilt werden, 
so sind die geraden Verbindungslinien entsprechender Punkte bei- 
der Reihen Erzeugende eines Hyperboloids mit einer Mantellläche. 

Wir stellen die beiden gegebenen Geraden durch 


e ss, Е О Уже 0, delt 
dar und denken sie durch die feste Gerade 
« = ЕВ, у = шд 
geschnitten; dann muss, damit eine beliebige andere Linie 
а = В, у = ид 


bomographische Theilungen in ihnen bestimme, die Relation 


і [4 
КЖ, 
erfüllt sein. Aus der Elimination von A zwischen Jen Gleichungen 
Salmon, Anal, Geom. d. Raumes. 10 
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а = АВ, Ау = ш 2\8 
folgt aber die Gleichung 
XBy = ш «д 
als Gleichung des Ortes. 
Diese Gleichung oder nach der Division mit ш’ 


ad = ву 
enthält in der Bestimmung der vier Ebenen 
"Dar Ё ==), у = 0, б = 0 


vier willkürliche Constanten, als Ausdruck der Unbestimmtheit der 
Beziehung dieser vier Ebenen zur Fläche. Sie ist in dem Salze 
ausgesprochen: Durch zwei Paare gegenüberliegender 
Kanten eines Tetraeders gehen unendlich viele Flä- 
chen zweiter Ordnung; in Bezug auf alle diese Flä- 
chen ist jede der beiden Kanten des dritten Paares die 
Polarlinie der andern. Von hier aus ist der Begriff eines 
Tetraeders leicht zu gewinnen, welches einer Fläche zweiten Gra- 
des zugleich eingeschrieben und umgeschrieben ist. Man kann 
dieselben drei Kantenpaare auch als Seiten und Diagonalen eines 
windschiefen Vierseits ansehen. 

Beispiel. Die gerade Verbindungslinie der Mittelpunkte der Diago- 
nalen dieses windschiefen Vierecks ist der Ort der Centra aller dieser 
Hyperboloide. 

Wenn wir an Artikel 32 f. erinnern, so erhalten wir zugleich 
die folgende Interpretation derselben Gleichung: Der geome- 
trische Ort solcher Punkte, für welche das Product 
der Entfernungen von zwei festen Ebenen zu dem Pro- 
duet ihrer Entfernungen von zwei andern festen Ebe- 
nen in constantem Verhältniss steht, ist eine Fläche 
zweiten Grades, welche die Durchsehnittslinie der 
beiden ersten mit den beiden letzten Ebenen ganz ent- 
hält. Ein Punkt der Fläche, welcher in keiner von jenen Ebe- 
nen liegt, reicht zu ihrer Bestimmung weil zu der von ж hin. 
In der That ergänzt er die vier Ecken und die vier überdiess in 
den Seiten gegebenen Punkte des windschiefen Vierecks zu der 
Zahl von neun Punkten. 

Man kann die Tangentenebene der Fläche in diesem Punkte 
leicht erhalten; er bestimmt mit jedem der beiden Gegenseiten- 
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paare des Vierecks ein Ebenenpaar, dessen Durchschnittslinie eine 
Erzeugende der Fläche ist; die Ebene dieser beiden Erzeugenden 
ist die gesuchte Tangentenebene. Aus der gegebenen Tangenten- 
ebene bestimmt sich ebenso leicht ihr Berührungspunkt in der 
Fläche. 
Wenn wir in der allgemeinen Gleichung 
að = «Ву 
specielle Bestimmungen einführen, so ergeben diese fernere 
Resultate. So entspricht der Form 
að = х (В + 1) (B — 1), 
in der nur noch zwei unbestimmte Constanten bleiben, und in der 
an die Stelle der willkürlichen Ebenen 
B— yen 
die parallelen Ebenen 
В +1= 0, 6—1=0 
getreten sind, das Folgende: Die Linie 
d == 0; б=© 0, 
die eine Diagonale des windschiefen Vierseits, ist 
ein Durchmesser der Fläche, weil die andere 
В+1= 0, В6—1=0 
unendlich entfernt ist. Die Durchschnitte der Seiten- 
paare 
а= 0, + 1= 0; del, Pb +HI=0 
«e = 0, b= tel 0 = 007871 10 
sind dieBerührungspunkte der parallelen Tangenten- 
ebenen іп den Enden jenes Durchmessers. Die Ebenen 
ess 0, des 0 
berühren die Fläche in unendlicher Entfernung. 
Wir wollen endlich nur noch eine Folgerung der allgemeinen 
Gleichung 
ад = Ву 
— wir denken die Constante implieite — hier anschliessen. Die 
geraden Linien 


а == Ор 0 09) 
« =0, Best: (9) 
а Bierger (8) 


10* 
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ô = 0, В = 0; (5) 
ð = В, а = у; (6) 
liegen sämmtlich auf der Fläche und bestimmen jede 
mit der nächstfolgenden sechs Ebenen, die wir zu Paa- 
ren geordnet darstellen, wie folgt: 
а == 0; (12) а = В; (23) 0 = y; (34) 
б 0545) d d të), ie — 77 (61) 
Aus der Bemerkung, dass durch Subtraction der übereinander- 
stehenden Gleichungen dieser Gruppe gleichmässig 


| 


“== 8 
erhalten wird, schliessen wir den Satz: Die drei Paare von 
Ebenen, welche durch je ein Paar benachbarter Seiten 
eines auf einer Fläche zweiten Grades gelegenen 
Sechsseits und die ihnen gegenüberliegenden be- 
stimmt sind, schneiden sich in drei geraden Linienin 
derselben Ebene. 
113. Dem Falle, wo die Ebene 
v0 
unendlich entfernt ist, somit ihr analytischer Aus- 
druck auf eine Constante und die Gleichung der Flä- 
che auf die Form 
au RB 
reduciert wird, entspricht das hyperbolische Para- 
boloid. Die Ebene у ist mit den beiden Geraden 
EN RAN 
in unendlicher Entfernung und das Viereck auf die beiden Ge- 
raden 
а==.0; = Sale ОЛ er 0 
redueiert. Die so gegebene Gleichung enthält zwei überschüssige 
Constante, die beiden Ebenen 
а= 0, ôs 0 
stehen also in einer Beziehung zur Fläche, welche sie mit einem 
beliebigen Paare ihrer parallelen Ebenen gemein haben; die Rich- 
tung ihrer Durchschnittslinie aber ist die der Durchmesser 
des hyperbolischen Paraboloids. Nehmen wir eine Tan- 
gentenebene der Fläche 
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В = 0 
willkürlich an, so sind durch ihre Durchschnittslinien mit der- 
selben und einem beliebigen unter ihren Durchmessern zwei Ebenen 
ess 0, ds 0 
bestimmt. 8011 die gewählte Tangentenebene auf der Durchmesser- 
richtung normal stehen, so ist die Darstellung der Fläche durch 
die betrachtete Gleichungsform vollkommen bestimmt, denn jene 
Gonstanten sind es. 

In dem Falle des hıyperbolischen Paraboloids 
schneiden alle geraden Linien des einen Systems die 
des andern in einem constanten Verhältniss. 

Denn da die Erzeugenden alle derselben Ebene parallel sind, 
so können wir durch irgend drei von ihnen Parallelen zu dieser 
Ebene legen und der Satz, den wir aussprechen, ergiebt sich aus 
der elementaren Wahrheit, dass alle geraden Linien, welche drei 
parallele Ebenen schneiden, von ihnen in constantem Verhältniss 
getheilt werden. 

Man schliesst ihn auch aus der Existenz einer ganz in unend- 
licher Entfernung liegenden Erzeugenden in jedem der beiden 
Systeme; denn aus ihr ergiebt sich, dass in den homographischen 
Theilungen, welche die Linien des einen Systems auf denen des 
andern bestimmen, die unendlich entfernten Punkte einander ent- 
sprechen; nach der Natur des Doppelschnittverhältnisses reduciert 
sich dasselbe dadurch auf ein einfaches Verhältniss. 

Wenn umgekehrt zwei begrenzte einander nicht 
schneidende gerade Linien in gleiche Anzahlen glei- 
cher Theile getheilt werden, so sind die geraden Ver- 
bindungslinien entsprechender Punkte beider Thei- 
lungen die Erzeugenden eines hyperbolischen Para- 
boloids. Man kann biernach, wie auch in dem Falle des 
Hyperboloids mit einer Mantellläche, die Form der Fläche leicht 
durch gespannte Fäden dem Auge anschaulich machen. 

Um diess hinsichtlich des hyperbolischen Paraboloids direct 
zu beweisen, denken wir die gerade Linie, welche zwei entspre- 
chende Endpunkte der Geraden verbindet, als Achse der 2 und 
die Achsen der у und der = als eben diesen Geraden parallel, 
zugleich so, dass die Ebene xy die Entfernung zwischen ihnen 
halbiert. Sind dann die Längen der gegebenen Linien а und b, 
so sind die Coordinaten zweier entsprechender Punkte 
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D 
z 


с, «== pü, Va 
— б «== Ilg y = ш, 


IN 


und die Gleichungen der sie verbindenden Geraden 
= + 5 = Ы, Her — paz = шас, 


so dass durch Elimination von a zwischen ihnen die Gleichung 
der Ortsfläche in der Form 


2е& == а (= + с) (2+2) 


hervorgeht, die in der That ein hyperbolisches Paraboloid reprä- 
sentiert. 

Man kann dieser proportionalen Theilung zweier Erzeugen- 
den des hyperbolischen Paraboloids und der entsprechenden homo- 
graphischen des Hyperboloids eine interessante Ausdruckslorm 
geben, wenn man an die einfachen graphischen Operationen erin- 
nert, durch welche solche Theilungen erzeugt werden. 


Wenn wir ein ebenes Strahlenbüschel durch zwei 
gerade Linien schneiden und diese dann im Raume in 
eine beliebige Lage bringen, so sind die Verbindungs- 
linien der entsprechenden Punkte der beiden auf 
ihnen bestimmten homographischen Theilungen die 
Erzeugenden eines Hyperboloids der einen Art, für 
welches die beiden Geraden selbst zu den Erzeugen- 
den der andern Art gehören. Die Punkte, — je einer 
in jeder der beider Geraden — welche den unend- 
lich entfernten Punkten der jedesmaligen andern Ge- 
raden entsprechen, bilden die Endpunkte eines Durch- 
nessers der Fläche. 

War das Strahlenbüschel speciell ein Büschel von Parallelen, 
oder waren, wenn diess nicht stattfand, die beiden gegebenen 


Geraden einander parallel, so entsteht ein hyperbolisches Para- 
boloid. 


Verändert man die Lage der beiden Geraden nur innerhalb 
ihrer Ebene, so entsteht bekanntlich durch die Verbindung der 
entsprechenden Punkte ein Kegelschnitt. 

Die analoge Verwandlung für zwei beliebige Erzeugende der- 
selben Art eines Hyperboloids bringt stets eine Fläche derselben 
Art hervor. 
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114. Man soll die Bedingungen finden, unter de- 
nen die allgemeine Gleichung eine Umdrehungsfläche 
darstellt, 

In diesem Falle kann nach Artikel 80, 81 die Gleichung der 
Fläche, sofern sie zu den Centralflächen gehört, auf die Form 


x? у? 2? > 
rd Er г 


und wenn diess nicht ist, auf die Form 

а? y? en ER 

а? р Жыз 07 
gebracht werden; wenn also das Polynom der höchstpotenzierten 
Glieder auf die Summe der Quadrate von drei rectangulären Coor- 
dinaten reduciert wird, so sind die Coefficienten von zweien der- 
selben einander gleich. Es erhellt daraus, dass die geforderte 
Bedingung erhalten wird, indem man die Bedingung bildet, unter 
welcher die eubische Gleichung der Diseriminante gleiche Wur- 
zeln hat. 

Da aber die Wurzeln der cubischen Gleichung der Diserimi- 
nante immer positiv sind, so kann ihre Discriminante immer als 
eine Summe von Quadraten ausgedrückt werden und wird, so 
lange die Coefficienten der gegebenen Gleichung wesentlich reell 
sind, nur verschwinden, wenn zwei Bedingungen gleichzeitig er- 
füllt sind, die man durch das folgende Verfahren leichter bestimmt. 

Es handelt sich um die Frage nach der Möglichkeit 
einer Transformation, durch welche die Identität 


аа? + by? + c2? + 2lyz + 2mæ + An 
= 4 (0 + (УЗ) +02 
erfüllt wird. Wegen 
а? Hy 4 22 А? + P + Z (Artikel 78) 


wird dann, für 
б =,” 
die Grösse 
(ax? + by? + сг? + 2lyz + 2mzæ + 2тгу) 
— A (e + у 25) 
ein vollkommenes Quadrat und man hat die Bedingungen aufzu- 
stellen, unter denen diess stattfindet. 


http://rcin.org.pl 


— 152 — 


Nun erkennt man leicht, dass für den Fall, wo 
да? + By + C? + 21у + 2 Ма + 2Nay 
ein vollkommenes Quadrat ist, die sechs Bedingungen 
AB N, Вёл = ЧЛ; бА M?, 
AL MN, ВМ = NL, CN ІМ 
erfüllt sind, sodass die reciproke Gleichung identisch verschwindet. 
Die letzten drei Gleichungen geben im gegenwärtigen Falle 


А! 
Ї || 


(а — А) 1 = mn, (b — 1) т == nl, (с — А) п = Im, 
und indem man aus jeder von diesen Gleichungen А bestimmt, 
erkennt man, dass die Reduction nur dann möglich ist, 
wenn die Coefficienten der gegebenen Gleichung 
durch die Relationen 


verbunden sind. 
Wenn sie erfüllt sind und wenn wir einen dieser gemein- 
schaftlichen Werthe für А in die Form 


(a — А) x? + (6—2) у + (с) 2? + 2lyz + 2 тга + 2nay 
substituieren, so wird sie in ein vollkommenes Quadrat, nämlich in 
Imn ($ ER 2). = (0— 4) 2? 
l m n 
verwandelt; und da die Ebene 
Z=: 0 

eine Normalebene zur Umdrehungsachse der Fläche repräsentiert, 
so ist auch 

2 H 

тЫ > + 
die Gleichung einer zu dieser Achse normalen Ebene. 

In dem speciellen Falle, in welchem der so eben 
bestimmte gemeinschaftliche Werth von A verschwin- 
det, bildet die Vereinigung der höchsten Glieder in 
der gegebenen Gleichung ein vollständiges Quadrat 
und die Gleichung repräsentirt also entweder einen 
parabolischen Cylinder oder die Verbindung von zwei 
parallelen Ebenen. (Artikel sa, IV und V.) Diese Flächen 
sind Grenzfälle der Umdrehungsflächen; jede Normale 
zu beiden Ebenen ist die Umdrehungsachse in jenem Falle und 


= 0 


зө 
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der parabolische Cylinder ist die Grenze einer durch Umdrehung 
einer Ellipse um ihre kleine Achse erzeugten Fläche für das An- 
wachsen der grossen Achse zu unendlicher Grösse. 

115. Wenn unter den drei Grössen /,m,n eine den 
Werth Null hat, so muss noch eine zweite von ihnen 
verschwinden, wenn dieFläche eineUmdrehungsfläche 
sein soll. Für 


Го Eu 
werden aber die vorigen Bedingungen 
m 
a—n — = b—n — == c, 
l m 


e Аы l _ : A 
und man erhält durch Elimination von = zwischen ihnen die 
Gleichung 

(a— с) b—e) = п?. 

Man hätte diese Bedingung auch direct erhalten, indem man 

die Form 
(a— А) а + (6—2) у + (c—A)2? + 2nay 
als ein vollkommenes Quadrat characterisiert; denn diess giebt 
offenbar 
А = с, (а— с) A E == п?. 
Beispiel. Wann wird der den Richtungscosinus Z, m, п entspre- 


chende Tangenteneylinder des Ellipsoids 


ә 
Ka y 
$ — + 5 = к. 
а 


dessen Gleichung ist 


үн Fer) D EE = е. до SL 
a? b? є?/ ke b? e? а deg b? у” 
ein Rotationseylinder? 

116. Die vorhergehende Theorie kann auch aus der Bemer- 
kung abgeleitet werden, dass für eine Umdrehungsfläche 
das Problem der Bestimmung der Hauptebenen eine 
unbestimmte Aufgabe wird. 

Denn da jeder zur Umdrehungsachse normale Schnitt ein Kreis 
ist, so<wird jedes System paralleler Sehnen desselben durch die- 
jenige die Umdrehungsachse enthaltende Ebene halbiert, welche 
den zu diesen Sehnen normalen Durchmesser enthält und daher 
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zu ihnen selbst normal ist. Daher ist jede durch die Umdrehungs- 
achse gehende Ebene eine Hauptebene. 
Nun sind die zu diesen Diametralebenen normalen Sehnen 
nach Artikel 68 durch die Gleichungen 
(а— R) = + пу + ms = 0), 
пг + (0 — В) у +4 lz = 0, 
mæ + ly + (ce — В) = = 0 
gegeben, welche für R als eine der Wurzeln der cubischen Gleich- 
ung der Discriminante drei in einer der fraglichen geraden Linien 
sich schneidende Ebenen repräsentieren. Das Problem wird nur 
dann unbestimmt, wenn sie alle die nämliche Ebene darstellen, 
d. h. wenn die Bedingungen 
а— R n LER К НАНЕ т 


ит А с Дл тыбы, Lk 


erfüllt sind, welche entwickelt zu den vorigen Relationen zurück- 
führen. 

117. Wir schliessen diess Kapitel mit einer Reihe von Bei- 
spielen über dieAnwendung der analytischen Geome- 
trie zur Untersuchung geometrischer Oerter. 

Beispiel 1. Welches ist der Ort eines Punktes, dessen 
kürzeste Abstände von zwei gegebenen einander nicht 
durchschneidenden Geraden gleich gross sind? 

Die Auflösung dieses Problems ist in den Formeln des Artikel 13 
enthalten, wenn die Gleichungen der gegebenen Geraden in ihrer allge- 
meinen Form vorausgesetzt werden. Wir können aber das Resultat in 
einer einfachen Form darstellen, indem wir den kürzesten Abstand beider 
Geraden zur Achse der z wählen und die beiden andern Achsen durch den 
Mittelpunkt desselben so legen, dass sie die von den Projeetionen der 
Geraden auf ihre Ebene gebildeten Winkel halbieren. Dann sind ihre 
Gleichungen von der Form 


с=с, у==тё; =, у. == gët, 
die Bedingungen des Problems geben daher 
Iw о (и 4 та)? 
E ва рое г 
єт (1 + т?) + may == 0; 


der Ort ist daher ein hyperbolisches Paraboloid. 
Wenn die kürzesten Abstände zu einander in einem constanten Ver- 
hältniss sein sollen, so findet man 


DEEM 


oder 
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{кел+ EUREN 
EC es AKTE E Inn + (1+2) та) =0 


als die Gleichung des Ortes und derselbe ist somit ein Hyperboloid mit 
einer Mantelfläche. 

Beispiel 2. Der Ort eines Punktes, dessen Entfernung 
von einem festen Punkte zu derjenigen von einer festen 
Geraden in constantem Verhältniss steht, ist eine Um- 
drehungsfläche zweiten Grades. 


Beispiel 3. Man sollden Ort der Mittelpunktealler einer 
festenEbene parallelen Geraden finden, welche durch zwei 
feste sich nicht durchschneidende Gerade begrenzt sind. 

Wir nehmen die Ebene 

gëss 
als der festen Ebene parallel und die Ebene 


y zg 
2 = 


wie im vorigen Beispiel parallel und äquidistant den beiden gegebenen 
Geraden, so dass die Gleichungen derselben 
z=c¢, у= тк 4 п; z=— c, y=mr | п 
sind. Der fragliche Ort ist offenbar die gerade Linie, in welcher die 
Ebenen 
z= 0, 2y = (п + т) = + (н + п) 


sich schneiden. 


Beispiel 4. Bestimme die Umdrehungsfläche, welche 
durch eine um eine feste sie nicht durchschneidende Achse 
sich drehende gerade Linie erzeugt wird. 

Sei die feste Linie die Achse der z und eine bestimmte Lage der 
Erzeugenden durch 

а =т=: +n, y—=mz+n 
ausgedrückt. Da nun jeder Punkt der sich drehenden Geraden einen Kreis 
beschreibt, dessen Ebene derjenigen der xy parallel ist, so ist für alle 
Punkte eines solchen ebenen Schnittes der Werth von 

2 + de \ 
d. i. in Function von z 
(mz + п)? + (mz + п)? 
constant; die Gleichung der fraglichen Fläche ist daher 
а? + y? == (mz + п)? + (mz + п)?, 

und sie ist also ein Umdrehungshyperboloid mit einer Mantelfläche. 

Beispiel 5. Zwei durch den Anfangspunkt der Coordi- 
naten gehende Gerade bewegen sich in festen Ebenen so, 
dass sie stets rechtwinklig zu einander bleiben; welches 
ist die Gleichung der Kegelfläche, die von der gemein- 
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schaftlichen Normalen dieser beiden im Anfangspunkter- 
zeugt wird? 

Wir bezeichnen durch a,b, e: а, b', e die Richtungswinkel der 
Normalen der festen Ebenen und durch с, В, y die der beweglichen Ge- 
raden; dann sind die Richtungscosinus der Durchschnittslinien der festen 
Ebenen mit einer zur beweglichen Geraden normalen Ebene (Artikel 14) zu 


соз Bcose — cos у cosb, соѕусоѕ а— созсо сє, соз « соз) — cosp cosa; 
cosß соз е — cos y cosb’, cosy соз @”— cos соз d, cos «соз 1 —со В cosa 


proportional und die Bedingung, unter welcher sie zu einander normal 
sind, ist daher 
(cosß cose — созу cosb) (cosß cose — cosy соѕ/) 

+ (cosy cosa — cose cosc) (cosy cosa — созе cosc’) 

+ (cosa cosb — cosß cosa) (cosæ cosb — cosh соза) = 0; 
die bewegliche Gerade beschreibt daher eine Kegellläche zweiten Grades. 

Die beiden zu einander normalen Geraden in den festen Ерепеп be- 
stimmen mit einander eine Ebene, die ihrerseits einen Kegel zweiten 
Grades шаһ, den Normalen-Kegel des Betrachteten, 


Beispiel 6. Zwei zu einander normale Ebenen gehen jede 
durcheine feste geradeLinie; man soll dievonihrerDurch- 
schnittslinie erzeugte Fläche bestimmen. 

Wir wählen die Achsen, wie im Beispiel 1; dann sind 


А(@—с) + y — mx = 0, X (z фс) у + та = 0 

die Gleichungen der Ebenen und die Bedingung ihrer Rechtwinkligkeit ist 
A +41 — т? 0; 
die Einführung der aus den vorigen Gleichungen entspringenden Werthe 
von A, 4 in dieselbe giebt die Gleichung eines Hyperboloids mit einer 
Mantelfläche 
y?— ma? + (1 — т?) (?— с?) = 0, 
Wenn die festen Geraden sich durehschneiden, also für 
Seef 

so reduciert sich der Ort auf eine Kegelfläche zweiten Grades. 


Beispiel 7. Eine Gerade bewegt sich über zwei anderen 
nicht in derselben Ebene gelegenen geraden Linien so, 
dass das zwischen denselben enthaltene Segment von einem 
bestimmten Punkte aus stets unter rechtem Winkel er- 
scheint. Ihr Ort і еіп Hyperboloid mit einer Mantelfläche 
und speciell für die Rechtwinkligkeit der beiden gegebe- 
nen Geraden ein hyperbolisches Paraboloid. 


Beispiel 8. Welches ist der Ort eines Punktes, von dem 
an die Fläche zweiten Grades 
2 2 


а. 


2 
x H 
Fig: 
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drei zu einander rechtwinklige Tangenten gelegt werden 
können? 

Wenn wir uns die Gleichung der Fläche zu drei solchen Geraden 
als Achsen transformiert denken, so erhalten wir nothwendig die Gleich- 
ung des dem neuen Anfangspunkt entsprechenden Tangentenkegels in der 
Form 

Ayz + Bzw + Сау == 0, 
weil die Achsen selbst als Kanten des Kegels erscheinen. Nach dem Bei- 
spiel des Artikel 74 ist aber die allgemeine Gleichung des Tangentenkegels 
vom Punkte Le, y’, z’) 
ә SC 2 E 2 28 
Ze tert Ze ln Et Su 


а b? с 
ad gy 7 52 a 
== E tg ) 

а b с 
und wir wissen aus Artikel 78, dass die Summe der Coeflicienten von 
а?, у, 2? beim Uebergang zu einem andern System rectangulärer Achsen 
unverändert bleibt. Wir haben daher, um die Gleichung des Ortes zu er- 
halten, nur die Bedingung auszudrücken, unter welcher diese Goefficienten- 
summe verschwindet; sie ist 


rer) 


a є? 
1 1 1 
жаи 


Beispiel 9. Wenn drei zu einander rechtwinklige Seh- 
nen durch einen Punkt eines Ellipsoids gezogen werden, 
so bestimmt die Ebene ihrer Endpunkte einen festen Punkt 
in der Normale ihres Anfangspunktes und der Ort dieses 
Punktes für alle Lagen des Letzteren auf dem Ellipsoid ist 
ein concentrisches coaxiales Ellipsoid. 

Für 

ax? + by? + cz? + 2lyz + 2mzx + 2rz = 
als Gleichung der Fläche ist der gedachte Punkt als Anfangspunkt, seine 
Tangentenebene als Ebene æy und seine Normale als Achse der z voraus- 
gesetzt. Ist dann 


im 


ах + by + с = 0 
die Ebene der drei Punkte, so ist 
d (ах? + by? + сг? + 2lyz + 2 тга) + 2rz (dc + by + cz) = 0 
die Gleichung einer durch die Schnitteurve derselben mit der Fläche aus 


dem Anfangspunkte beschriebenen Kegelfläche und die Bedingung, unter 
der sie drei zu einander normale Erzeugende besitzt, 


, d (a +b +e) + 2ге = 0 


oder 
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а-++5+с 


d — 27 


% 


Für 
=—=0, y=0 
folgt aber aus der Gleichung der Ebene 


d х= 2 
EA 
somit 
— 2r 
z = — 
a+b+ec 


d. 1. constant. 

Für die Untersuchung des von diesem Punkte durchlaufenen Ortes 
darf sodann vorausgesetzt werden, dass die drei Geraden den Achsen des 
Ellipsoids, welches nun durch 


Zee TER i 
АСАЛ, dee 
dargestellt sei,-parallel bleiben, so dass für den Punkt (æ, у, 2) als An- 
fangspunkt ihre Endpunkte durch 
ET ODC OR OT Ost 


und die Ebene derselben durch 


ET op er 
Ех si +z7=! ) 
gegeben sind. Da die Normale der Fläche in La, у, 2’) die Gleichungen 


ГА Lé СА 
gë = 0 rd Af 


7 == 7 


besitzt, so liefert die Elimination von A, у, =’ die Gleichung des Ortes 
in der Form 


a y? 22 
Ger à (y + GER fei 
а b ё 
wo wir 
1 1 1 1 
e ` e + b? + є? 


gesetzt haben. 


*) Die durch die drei Ргојесііопеп des Punktes auf die Hauptebenen 
bestimmte Ebene ist 


Shy tizama 


Ihre Enveloppe bietet eine verwandte Aufgabe. 
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Beispiel 10. Die sechs Tangentenebenen des Ellipsoids 
in den Endpunkten der drei zu einander rechtwinkligen 
Sehnen bestimmen mit einander die acht Ecken eines Hexa- 
eders, welche stetsauf einem bestimmten zweiten Ellipsoid 
gelegen sind; die Verbindungslinien der Gegenecken des- 
selben gehen durch den nämlichen Punkt. 


Beispiel 11. Für das durch Drehung einer gleichseitigen 
Hyperbel entstehende Hyperboloid mit einer Mantelfläche 
sind die zweiten Kreisschnitfe des aus einem Punkte der 
Fläche über dem Kehlkreis beschriebenen Kegels normal 
zur Ebene des Letzteren. 


Die Gleichung des Hyperboloids ist 
а? Lui 22 — а, 


und für den Scheitel (а, у, 2”) ist eine Erzeugende des Kegels durch die 
Gleichungen 


а —x Р , ` тей», 2 
7 1 (2—2), y—y == Zi (2—2) 


СА 
Xi == 


dargestellt und ihr Durchschnittspunkt mit dem Kehlkreis durch 


, , , H 
d 2 — Tz у— yz 

v == bebe t= 
2—14 


bestimmt; die Substitution dieser Werthe in die Gleichung des Kehlkrei- 
ses giebt für den Kegel 


(кт — ar’)? + (у 2—52)? = а? (z— z}. 
Für 
2 =0 und y =0 
— oder den Scheitel des Kegels im Hauptschnitt der 22 Ebene — erhält 
man die Gleichung eines aus einem Punkte der Achse der z beschriebenen 


Kreises. Die Normalebenen zur Achse der z und die zur Achse der æ sind 
daher die Ebenen der Kreisschnitte. 


Beispiel 12. Die Gleichung des Kegels zu finden, welcher 
aus dem Scheitel Le, a, 2) über dem in der Ebene xy gelege- 
nen Kegelschnitt 

a? y? 
a? b? 
beschrieben wird. 

Die Gleichungen der geraden Verbindungslinie eines Punktes (с, В) 
der Basis mit dem Scheitel sind 


а (0—2) enen, Be dl == гу a, 
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und die Substitution dieser Werthe in die Gleichung der Basis liefert als 
Gleichung des fraglichen Kegels 
(20—29) 1 (250—2)? 
ШӘ тум D 
Soll derselbe speciell ein Umdrehungskegel sein, so zeigt die Be- 
dingung des Artikel 115, (da hier л==0 ist) dass dann der Punkt Lo, y’, 2) 
auf einer in der Ebene 22 verzeichneten Hyperbel liegen muss, welche 
die Scheitel der gegebenen Ellipse zu Brennpunkten und ihre Brennpunkte 
zu Scheiteln hat. (Vergl. Artikel 194 und 195, Beispiel 4.) 
Wir geben im Folgenden eine allgemeine Methode zur Bestimmung 
der Gleichung des Kegels, welcher den Punkt a, у, z’, w) zum Scheitel 
und die Durchschnittslinie zweier durch 


Ua E g 


repräsentierten Flächen zur Leitcurve hat. 
Wenn wir durch 


2 
U + А0 + ч + ete., 


= (5 — SL. 


2 
V tte к + etc. 


die Resultate der Substitution von 
æ + е, y+Ay,ete für x,y, etc. 


in die Gleichungen der Flächen bezeichnen, so ist das Ergebniss der Eli- 
mination von А zwischen diesen Formen die Gleichung des fraglichen 
Kegels. Denn die Punkte, in denen die gerade Verbindungslinie von 
(а, у, Z, ei mit Lo, у, z, ©) die Fläche U schneidet, werden aus der 
Vergleichung des ersten dieser Substitutionsresultate mit Null erhalten 
und ebenso die Durchschnittspunkte derselben Linie mit der Fläche V 
aus dem zweiten; da aber die Resultante beider Gleichungen nur für eine 
gemeinschaftliche Wurzel derselben verschwindet, so liegt unter der Vor- 
ausselzung ihres Verschwindens der Punkt (x, y, z, œ) in einer durch 
(æ, у, z, œ) gehenden und die Durchschnittscurve der Flächen schnei- 
denden Geraden. 

Beispiel13. Die Kegel, welche über den durchdiekleinste 
Achse eines Ellipsoides gehenden Hauptschnitten aus den 
Endpunkten der grossen und der mittlern Achse beschrie- 
ben werden, sind 


(2—0). 7,2 u Se 


sie besitzen eine gemeinschaftliche Tangentenebene und 
einen gemeinschaftlichen parabolischen Schnitt; diese 
beiden Ebenen bestimmen mit dem Ellipsoid Querschnitte, 
deren Inhalte im Verhältniss 1:2 stehen. 
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Beispiel 14. Die Gleichung des Kegels, der das Centrum 
eines Ellipsoids zum Scheitel hat und dessen Basis der 
durch die Polarebene eines Punktes (ж, у, z) mit ihm be- 
stimmte Schnittist, wird dargestellt durch 


æ? 2 2? ха” ГА 22 \? 
y SEH AE e d ) ; 


а с? 


Beispiel 15. Wenn eine Ebene um einen festen Punkt so 
bewegt wird, dass sie in jeder ihrer Lagen mit z festen 
Ebenen Winkel с, gx, а, bildet, für welche 

су соз аё; + с cos ay +... фс, соѕ а, = Е 


ist, WO ĉi, 65, -- -> Cn, К Constanten bezeichnen, so umhällt 
sie einen Drehungskegel zweiten Grades von unveränder- 
licher Achse. Die Summe 


m 
Z , C; COS Q; 
hat ihren Minimalwerth, wenn derselbe sich auf eine Ge- 
rade, diese Achse selbst, und ihren Maximalwerth, wenn er 


sich auf eine zu dieser normale Ebene redueiert. 
Wenn die festen Ehenen durch 


Ast Riy t Gz=D, ettn. A) 
und die bewegliche Ebene Æ durch 
ax + Ву +yz = ё 
dargestellt sind, so geht 
Zic; cos а; = К 


für 
r= (02 + PEPE т (А + B? + С? 
їп 
же «4; + ВВ, + 7% — 4 
Tri 
also für 
PEE ek ER EN ga E 
e Ti Ti 
in 
а + В + су _ үз 
т 
über. Sie ist identisch mit 
a b 
re) ке ша 
oder 
Salmon, Anal. Geom. d. Raumes. 11 
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k 


sin (E, G) = TE e 


wenn @ die durch 

«== e Z, y = — 1 
dargestellte Gerade ist und (Æ, 6) den von ihr mit der beweglichen 
Ebene eingeschlossenen Winkel bezeichnet. Diese Gerade ist die Achse 


des von der Letzteren umhüllten Rotationskegels, und die erhaltene Re- 
lation zeigt, dass E nicht grösser als 


sein kaun und dass dann der Kegel in eine zu G normale Ebene übergeht. 
Für k == 0 wird der Kegel zum Cylinder von der Achse @.*) 

Wenn die bewegliche Ebene statt durch den zum Anfangspunkt ge- 
nommenen festen Punkt zu gehen, eine constante Entfernung e von ihm 
behält, so ist 

«х + Ву + yz = ег 
ihre Gleichung und 


aa + bB + еу — kr = 0 
die Bedingung; man findet die Enveloppe in der Form 
(ax + by + cz — Ке)? = (£? + y? + «%— е?) leit b +c?— 10). 
Beispiel 16. Man soll den Ort derjenigen Punkte der 

Fläche zweiter Ordnung 

a? y? 2? 

а? 8 e? 
bestimmen, deren Normalen die dem Punkte Le, у, 2) ent- 
sprechende Normale schneiden. 


Die fraglichen Punkte bilden den Durchschnitt der Fläche mit dem 
Kegel 


== 1 


а (y'z—yz) (8—4) + b? (0 2e) (у — у) 
+ с (у —2у) (2—27) = 0. 

Beispiel 17. Man soll den Ort der Pole der Tangenten- 
ebenen einer Fläche zweiter Ordnung іп Bezug auf eine an: 
dere Fläche zweiter Ordnung bestimmen. 

Wir haben zur Beantwortung des Problems die Bedingung auszu- 
drücken, unter welcher die Polare von Lo, у, z, w) in Bezug auf die 
zweite Fläche die erste berührt, d. h. wir haben in die im Artikel 75 ge- 


*) Sind die с; die Flächenzahlen von Figuren in gegebenen Ebenen, 
so ist k die Summe ihrer Projectionen auf die bewegliche Ebene; die Tan- 
gentenebenen der erhaltenen Rotationskegel geben constante Summen, die 
Normalebene zu @ die Maximalsumme derselben. 
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gebene Bedingung für die Berührung einer Ebene mit einer Fläche zweiter 
Ordnung an Stelle der с, В, у, д die Derivierten 


dU dU аш au 

dx’ dy’ de" dw 
zu substituieren. Der fragliche Ort ist daher еше Fläche zweiter Ord- 
nung. 


Beispiel 18. Man soll den Kegel darstellen, welcher 
durch die im Scheitel eines gegebenen Kegels auf den Tan- 
gentenebenen desselben errichteten Normalen gebildet 
wird. 

Sei 

Lx? + My? + N? = 0 ` 


der gegebene Kegel, so ist 
Lxx + Муу + Nez = 0 


eine seiner Tangentenebenen und ihre durch den Anfangspunkt gehende 
Normale somit 
AEN OET- 
Led М N 
Bezeichnen wir den gemeinschaftlichen Werth dieser Grössen durch 
Q, so ist 


und die Substitution in 
Іх? + Му? + N? — 0 
giebt nach Division mit о? 


als die fragliche Gleichung. Ihre Form zeigt, dass die Relation zwischen 

beiden Kegelflächen eine reciproke ist und dass also die Kanten des ersten 

normal sind zu den Tangentenebenen des zweiten. Man erkennt leicht, 

wie diess Problem einen speciellen Fall des vorhergehenden bildet. 
Wenn die Gleichung des Kegels in der Form 


ax? + by? + cz? + 2dyz + 2ezu + 2fxy = 0 
gegeben ist, so wird die des Reciprocalkegels in der Form 


бс — d’) x? + (са — е?) у? + (ab-—f?) 2° 
+ 2(ef— ad) yz + 2 (fd— be) zæ + 2 (де ср) sy = 0 


gefunden, übereinstimmend mit der der Reeiprocaleurve der analytischen 
Planimetrie. 


Li? 
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Beispiel 19. Eine gerade Linie bewegt sich so, dass drei 
feste Punkte inihrin drei festen Ebenen bleiben; welches 
ist der von einem beliebigen Punkte dieser Linie durch- 
laufene Ort? 

Wir denken die drei festen Ebenen als Coordinatenebenen und als von 
der geraden Linie in den Punkten А, B, С geschnitten und nennen die 
Coordinaten des betrachteten Punktes с, В, у. Die Coordinaten von A 
sind alsdann 
AB AC 
РВ б рс?" 
wo die Verhältnisse AB: PB und AC : PC bekannt sind. Indem wir 
dann nach Artikel 10 die Unveränderlichkeit der Distanz PA ausdrücken, 
erkennen wir als die Ortsfläche ein Ellipsoid: 

Wenn der Punkt Р eine der Strecken AB, BC, CA halbiert, so ist 
der Ort speciell ein Rotationsellipsoid. 

Es ist ein specieller Fall dieses Problems, wenn der eine Endpunkt 
der Geraden in einer festen Ebene, der andere in einer festen Geraden sich 
bewegen muss; die Letztere ist der Durchschnitt zweier Ebenen, und die 
zwischen beiden auf der bewegten Geraden gelegene Strecke ist Null. 
Der entsprechende Ort ist ein Rotationsellipsoid, wenn die feste Gerade 
zur festen Ebene normal ist, und insbesondere eine Kugel, wenn der Punkt 
P die Gerade halbiert. 


Beispiel 20. Von zwei festen Punkten A und 0 ist der 
eine auf einer Kugelfläche gelegen; die Verbindungslinie 
DA eines beliebigen andern Punktes D der Kugelfläche 
mit A schneidet die Kugel ferner in dem Punkte D: man 
soll den Ort des Punktes Paul OD bestimmen, für welchen 
ОР = АГ ist. 

Wir haben 

AD! = 40° + OD? — 240 . OD . cos AOD, 
und in dieser Gleichung ist AD dem Radius vector des Ortes umgekehrt 
proportional und OD ist durch die Gleichung der Kugel in Function der 
Winkel bestimmt, welche sie mit festen Achsen bildet. Daraus erkennt 
man den Ort als eine Fläche zweiter Ordnung vom Centrum 0. 


0, 


Beispiel 21. Der Ort eines Punktes P, dessen Verbin- 
dungslinie mit einem gegebenen Punkte 0 meiner festen 
Ebene einen Punkt О so bestimmt, dass die Relation 

0Р.00 = k 
stattfindet (k eine Constante), ist eine Kugelfläche. 


Beispiel 22. Eine Ebene geht stets durch eine feste ge- 
rade Linie und ihre jedesmaligen Durchschnittslinien mit 
zwei festen Ebenen sind mit einem festen Punkte durch 
Ebenen verbunden; welchesistdiedurchdieDurchschnitts- 
linie der beiden letzteren Ebenen erzeugte Fläche? 
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Beispiel 23. Die vier Flächen eines Tetraeders gehen 
jede durch einen festen Punkt; man soll den Ort einer Ecke 
desselben bestimmen, wenn jede der drei nicht durch sie 
hindurchgehenden Kanten sich in einer festen Ebene be- 
wegt. 

Der Ort ist im Allgemeinen eine Fläche dritter Ordnung, die den 
Durchschnittspunkt der drei Ebenen zu einem Doppelpunkt hat. Sie re- 
duciert sich auf einen Kegel zweiten Grades, wenn die vier festen Punkte 
in einer und derselben Ebene liegen. 

Wir setzen 

Lk ERR 50 


als die Gleichungen der festen Ebenen voraus, in denen die Seiten der 
einen Tetraederfläche sich bewegen, und 


(os Yo» 20), (Жү, уу, 21), (E23 Yas 22)» (2з, Уз, 23) 


als die Coordinaten der Punkte, durch welche diese Fläche und die drei 
andern Flächen hindurchgehen, bezeichnen auch die Resultate der Substi- 
tution der Letzteren in die Polynome u, о, w durch шу, v,, wg. Dann 
ist für 

Ax + Ву + Cz +D=0 
als Gleichung der durch (£4, уу, 20) gehenden Fläche, die Gleichung der 
durch den Punkt (жү, y4, тү) gehenden von der Form 


Ax + Ву + Cz + D + Аи == 0, 
mit der Bedingung 


Axı + Ву, + Cz, + D + ш = 0, 
also 


A (их — ща) + В (uy — uy) + C (u, —uz) + Р (и— u) = 0; 


ebenso die beiden andern. Die Elimination von A, B, С, D zwischen den 
vier so erhaltenen Gleichungen giebt 


20 , Yo `s Zo › 1 
их, — UT, Wii — иу, ur — UT, и — цу a 
VEz — 050, Dia — 05у, 02) — 032, V — 0 Р 


003 — Mat, Фуз — WY, WZy— Wz, W— Wy 


eine Gleichung dritten Grades, als die Gleichung des Ortes. Wenn man 
sie in die Form 

Sa Lg. e wd 

0, ën, Уу › 20 › 1 

иң, иу, шуу, ид, и | = 0 

05, 005, fa, 025, V 

бз, 023, 1003, 023, W 
transformiert und für 
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Zu, Yos Zo» 1 
Жү, уу, 2, 1| __ D 
Eas Yas 25, IT 
23, Уз, Z3» 1 
їп 
uvw D == u,vw (жуут„1) + vzwu (т,ууүт1) + шир (200,21) 


entwickelt, wo (22/21), еіс. Determinanten bezeichnen, so erkennt man, 
dass für jede der festen Ebenen der Durchschnitt mit der Ortslläche aus 
geraden Linien besteht, dass er für die Ebene der drei festen Punkte 
(Eo Yo Zob (а, Ai, 21), (2s Ha, 25) ein Kegelschnitt ist, welcher durch 
die beiden letzten und die Durchschnitte der drei Spuren der festen Ebe- 
nen in dieser bestimmt ist; endlich, dass der Ort für die Lage der vier 
festen Punkte in einer Ebene 


ax + by + cz + а = 0 
in einen Kegel zweiten Grades und diese Ebene zerfällt, weil dann 


aD ар ар ай 
==0 d — : a = — : b == —— : с = —— :d=h, (==1,2,34 

d GP dr, Ө dyi dzi de; EN 3,4) 
und су, y &, «ү als Stellvertreter der Einheiten in der letzten Vertical 
reihe der D, also die Gleichung des Ortes 

т: v. w 

М +2 + hz) (а + by + ez + 4<=0 
wird. Der Kegel ist der dreiseitigen Ecke der Ebenen 

п = 0, pass. Bit 


umschrieben; ist die dritte derselben der Schnittlinie der beiden ersten 
parallel, so wird er zum Cylinder. 


Beispiel 24. Man soll den Ort des Scheitels eines Tetra- 
eders bestimmen, wenn die drei in ihm zusammenstlossen- 
den Kanten und die gegenüberliegende Fläche je durch 
einen festen Punkt gehen, und die drei andern Ecken sich 
in festen Ebenen bewegen. 


Beispiel 25. Eine Ebene geht durch einen festen Punkt 
und ihre Durchschnittspunkte mit drei festen geraden Li- 
nien bestimmen mit je einer von drei andern festen gera- 
den Linien drei Ebenen; man soll den Ort ihres Durch- 
schnittspunktes untersuchen. 


Beispiel 26. Die Seiten eines Polygons im Raume gehen 
durch feste Punkte und seine Ecken’bewegen sich alle bis 
auf eine іп festen Ebenen; man soll die Ortscurve der letz- 
ten Ecke bestimmen. 
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Beispiel 27. Die Seiten eines Polygons im Raume gehen, 
eine einzige ausgenommen, durch feste Punkte, die End- 
punkte dieser letzten Seitebewegen sich in festen geraden 
Linien, alleandern Ecken des Polygons aber in festen Ebe- 
nen; man soll die durch die freie Seite erzeugte Fläche 
untersuchen. 5 


Beispiel 28. Die Ecken eines Dreiecks bewegen sich auf 
einer Fläche zweiten Grades, während zwei seiner Seiten 
durch feste Punkte gehen; die Enveloppe seiner freien 
Seite ist eine Fläche zweiten Grades, welche die gegebene 
doppelt berührt, wo die Verbindungslinie der beiden fe- 
sten Punkte sie schneidet. Wenn die erste der beiden Flächen eine 
Kugel ist, so sind die Berührungspunkte die Kreispunkte der zweiten. 
(Vergl. „Analyt. Geom. d. Kegelschn.“ Artikel 302, Auto, 2.) 
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VII. Kapitel. 


Methoden der abgekürzten Bezeichnung. 


118. Wir geben in diesem Kapitel einen Abriss einiger 
von denjenigen\ Eigenschaften der Flächen zweiter 
Ordnung, welche am einfachsten durch den Gebrauch 
abkürzender Symbole bewiesen werden, durch Methoden 
also, welche den in dem Kapitel XIV. des Werks „Analytische 
Geometrie der Kegelschnitte‘“ auseinander gesetzten analog sind. 
Um Raum zu sparen, werden wir solche Details unterdrücken, 
von denen wir glauben, dass sie dem intelligenten Leser keine 
Schwierigkeiten darbieten können. Wir überlassen es insbeson- 
dere dem Leser, nachzuweisen, dass die Theorie der reci- 
proken Polaren und allgemeiner die der Reciprocität 
und der Gollineation, wie sie in den Artikeln 380 — 402, 
468 — 476, 432—467 а. a. O. vorgetragen worden ist, ohne 
wesentliche Veränderung auf die Probleme der Geo- 
metrie des Raumes sich überträgt; wir können diess um 
so eher, als die algebraische Bedeutung eben dieser 
Theorie dort genugsam dargestellt ist und in der Al- 
gebra der linearen Transformationen ihre allgemeine 
Entwickelung gefunden hat. Es wird genügen, ihre Resul 
late an den geeigneten Orten unserer Darstellung einzureihen. 
Nur hinsichtlich der Theorie der Reciprocität, die wir hier 
“in den Vordergrund stellen, weil sie uns der Nothwendigkeit über- 
hebt, zu irgend einem Theorem das reciproke besonders zu be- 
weisen, wollen wir hier einige geometrische Erörterun- 
gen kurz geben. 

Wir denken die Polaren in Bezug auf irgend eine Fläche 
zweiter Ordnung gebildet. Jedem Punkte entspricht eine 
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Ebene und umgekehrt, und jeder geraden Linie als 
der Verbindung zweier Punkte entspricht eine gerade 
Linie als Durchschnitt zweier Ebenen. Einer Fläche 
als einem Orte von Punkten entspricht daher im All- 
gemeinen eine Fläche als Enveloppe von Ebenen. Sehr 
einfache Vorstellungen aus der Theorie der Curven von doppelter 
Krümmung zeigen die allgemeinen Reciproeitätsverhältnisse dieser 
Letzteren. 

119. Eine Curve im Raume kann als eine Reihe von 
Punkten betrachtet werden, die nach einem gewissen Gesetze 
auf einander folgen; sie mögen durch 1, 2, 3, etc. bezeichnet 
sein. Aus der- Verbindung jedes dieser Punkte mit dem nächst- 
folgenden entspringt eine Reihe von geraden Linien, welche 
durch 12, 23, 34, еіс. zu bezeichnen sind; jede von ihnen 
ist eine Tangente der Curve. In ihrer Vereinigung 
bilden sie eine Fläche und zwar eine entwickelbare 
oder developpable Fläche (Anmerkung des Artikel 109), 
weil jede von ihnen (wie 12) die nächstfolgende (23) durchschnei- 
det, Wenn wir endlich die Ebenen 123, 234, etc. betrachten, 
von denen jede drei aufeinander folgende Punkte ent- 
hält, so bilden sie eine Reihe von Ebenen, welche als die 
oseulierenden Ebenen der Curve benannt werden und die 
zugleich Tangentenebenen der durch ihre Tangenten 
erzeugten abwickelbaren Fläche sind. 

Die Bildung des reciproken Systems giebt uns an 
Stelle der Reihen von Punkten, Linien und Ebenen entsprechende 
Reihen von Ebenen, Linien und Punkten; die Reciprocalform einer 
Reihe von Punkten, welche eine Curve im Raume bilden, ist da- 
her eine Reihe von Ebenen, die eine developable Fläche be- 
rühren. 

Wenn die Curve jener Punkte ganz in einer Ebene 
enthalten ist, so gehen die Ebenen der Reeciproken 
sämmtlich dureh einen Punkt und bilden die Tangen- 
tenebenen einer Kegelfläche. 

So bildet die Reihe der Punkte, welche zweien Oberflächen 
gemeinsam sind, eine Curve im Raume; гесіргок wird von der 
Reihe der Tangentenebenen, welche zwei Oberflächen gemeinsam 
sind, eine abwickelbare Fläche berührt, welche beide Oberflächen 
umhüllt. 
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Die wichtige Unterscheidung der Flächen nach Ord- 
nung und Klasse gehört diesem Begriflsgebiete an. 

Wenn wir die Ordnung einer Fläche durch die Anzahl von 
Punkten ausdrücken, in denen sie von einer geraden Linie ge- 
schnitten wird, so wird die Ordnung der zu einer gegebenen re- 
сіргокеп Fläche durch die Zahl von Tangentenebenen gegeben, 
welche durch eine willkürliche gerade Linie an die gegebene 
Fläche gelegt werden können. Die Ordnung der Recipro- 
calfläche ist der Klasse der Originalfläche gleich. 

Die Reeiprocalfläche einer Fläche zweiter Ord- 
nung ist eine Fläche zweiter Ordnung; denn man leitet 
aus Artikel 75 direet ab, dass durch eine beliebige gerade Linie 
zwei Tangentenebenen an eine gegebene Fläche zweiten Grades 
gelegt werden können, oder man bildet wie im 17. Beispiel des 
Artikel 117 gezeigt worden ist direct die Gleichung des Ortes 
der Punkte, welche die Pole der Tangentenebenen der einen 
Fläche in Bezug auf eine andere Fläche zweiten Grades sind, 
und erkennt die Richligkeit des Satzes aus dem Umstande, dass 
diese Gleichung ebenfalls vom zweiten Grade ist. Bezeichnen 
wir die Flächen nach dem Grade ihrer Gleichung als vom zwei- 
ten Grade, so sehen wir nun, dass sie auch von der zweiten Ord- 
nung und Klasse sind; jene Bezeichnung entspricht der Interpre- 
tation der Gleichungen nach einem System von Punkt-Coordinaten, 
dieses derjenigen nach einem System von Ebenen- Coordinaten. 
Bei Gleichungen von höheren Graden findet die Uebereinstimmung 
zwischen Grad, Ordnung und Klasse nicht mehr statt und beide 
Betrachtungs- und Ausdrucksweisen sind von einander zu schei- 
den.*) Im Folgenden werden wir da, wo beide Interpretationen 
gleich zulässig sind, den Ausdruck Fläche zweiten Grades gebrau- 
chen, als welcher die näheren Bezeichnungen der Fläche zweiter 
Ordnung oder Klasse einschliesst. 

Als ein Beispiel der Uebung bezeichnen wir die Uebertragung 
der Eutwickelungen der Artikel 104 — 113 in das System der 
Ebenen-Coordinaten. 


120. Wenn wir durch 


*) Vergl. „Analytische Geometrie der Kegelschnitte‘ Artikel 313 f. 
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zwei beliebige Flächen zweiten Grades darstellen, 
so ist 
0 +4 АУ = 0 
die allgemeine Gleichung derjenigen Flächen zweiten 
Grades, welche durch die gemeinschaftlichen Punkte 
jener beiden hindurchgehen; sie repräsentiert, wenn А un- 
bestimmt ist, eine Reihe von Flächen zweiten Grades, welche eine 
semeinschaltliche Durchdringungscurve haben. Man kann die Ver- 
einigung derselben als ein Flächenbüschel zweiten Grades 
bezeichnen. 
Jene durch 
«д == «Ву 
dargestellten Flächen zweiten Grades, welche im vorigen Abschnitt 
besprochen worden sind, bilden ein einfaches System und ihre 
Eigenschaften sind specielle Fälle der Eigenschaften eines solchen. 
(Vergl. auch Artikel 146.) 
Da nach Artikel 54 neun Punkte eine Fläche zweiten Grades 
bestimmen, so ist 
U+V—0 
die allgemeinste Gleichung einer durch acht gegebene Punkte 
gehenden Fläche dieser Art. Wenn 
О = 0; Rech 
zwei Flächen zweiten Grades sind, deren jede durch diese acht 
Punkte hindurchgeht, so wird durch 
U+V=0 
eine Fläche derselben Art vorgestellt, die diese Punkte ebenfalls 
enthält, und die Constante A kann so bestimmt werden, dass die 
Fläche durch einen beliebigen neunten Punkt geht, d. i. dass 
sie mit irgend einer beliebigen die acht Punkte *) enthaltenden 
Fläche zweiten Grades zusammenfällt. 
Alle durch acht Punkte gehende Flächen zweiten Grades 
haben somit eine ganze Reihe gemeinschaftlicher Punkte, welche 
eine Durchdringungs- oder Durchschnittscurve bilden; und alle 


*) Der allgemeinere Ausdruck Elemente, in welchem wir Punkte der 
Flächen und Tangentenebenen derselben zusammenfassen, kann hier 
überall dem eingeschränkteren substituiert werden. An Stelle der räum- 
lichen Curve tritt die developpable Fläche, wenn man von Punkten zu 
Tangentenebenen übergeht. 


http://rcin.org.pl 


— 4112. — 


Flächen zweiten Grades, welche acht gegebene Ebenen berühren;, 
haben eine ganze Reihe gemeinschaftlicher Tangentenebenen, welcher 
eine bestimmte abwickelbare Fläche erzeugen, die die ganze Reihee 
von Flächen zweiten Grades umhüllt, denen die acht festen Ebenenn 
als Tangentenebenen entsprechen. 

Offenbar kann daher das Problem, eine Flächee 
zweiten Grades durch neun gegebene Punkte zu be-- 
schreiben, unbestimmt werden; denn wenn der neuntee 
Punkt der durch die acht gegebenen Punkte bestimmten Raum-- 
curve angehört, die der Durchschnitt von zwei durch sie gehen-- 
den Flächen zweiten Grades ist, so enthält jede durch die acht) 
Punkte gehende Fläche zweiten Grades auch den neunten Punkt.. 
Zur Bestimmung der Fläche muss daher ein neunter' 
nicht in dieser Curve gelegener Punkt gegeben sein. 

Denn wenn im Allgemeinen für 

Dh) "KSM 
als Gleichungen zweier durch acht bestimmte Punkte gehenden 
Flächen zweiten Grades durch die Substitution der Coordinaten 
eines neunten Punktes in 

P A AE ef 

die Constante A bestimmt wird, so geschieht diess in dem spe- 
eiellen Falle nicht mehr, wo durch diese Coordinaten die Gleich- 
ungen 

О st. F= o 
identisch erfüllt sind, d.i. wenn der neunte Punkt der Durchschnitts- 
curve jener Flächen angehört. 

121. Wenn sieben Punkte (oder Tangentenebenen) 
als einer Reihe von Flächen zweiten Grades gemein- 
sam gegeben sind, so ist ein achter diesen Flächen 
gemeinsamer Punkt (eine achte gemeinschaftliche Tan- 
gentenebene) durch sie bestimmt. 

Denn wenn 

Dest Eet HR =—=0 
drei durch jene sieben Punkte gehende Flächen zweiten Grades 
darstellen, so wird durch 
П+ ЗУ + ш = 0 
eine beliebige andere diese Punkte enthaltende Fläche zweiten 
Grades ausgedrückt, weil die Constanten A und и so bestimmt 
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werden können, dass die dargestellte Fläche durch zwei beliebige 
andere Punkte hindurchgeht. Aber die Gleichung 


U+V+ıU = 0 
repräsentiert offenbar eine Fläche zweiten Grades, welche durch 
alle den drei Flächen 
v0, Р = 0, # =0 

gemeinschaftlichen Punkte hindurchgeht; da sich dieselben nun 
in acht Punkten durchschneiden, so existiert ausser den sieben 
gegebenen Punkten ein bestimmter achter Punkt, welcher dem 
ganzen System von Flächen gemeinsam ist. - 

Obgleich also im Allgemeinen acht Punkte eine Curve von 
doppelter Krümmung bestimmen, welche der Durchschnitt zweier 
Flächen zweiten Grades ist, so ist es dech möglich, dass sie zur 
Bestimmung derselben nicht hinreichen; denn es giebt, wie wir 
eben gesehen haben, einen speciellen Fall, in welchem acht ge- 
gebene Punkte nur für sieben unabhängige Punkte zählen. 

Wenn wir daher sagen, dass eine Fläche zweiten 
Grades durch neun Punkte und eine Durchschnitts- 
eurve von zwei solchen Flächen durch acht Punkte 
bestimmt ist, so setzen wir voraus, dass jene neun 
und diese acht Punkte in ihrer Lage vollkommen un- 
beschränkt sind.*) 

122. Wenn ein System von | Wenn ein System von Flä- 
Flächen zweiten Grades eine ge- chen zweiten Grades derselben 

meinschaftliche Durchschnitts- | developpabeln Fläche eingeschrie- 
curve hat, d.i. wenn die Flächen | ben ist, d. i. wenn die Flächen 
desselben acht Punkte RAR еп acht gemeinsame Tan- 
haben, so gehen die Polarebenen | gentenebenen besitzen , so ist der 
eines festen Punktes in Bezug | Ort der Pole einer festen Ebene 


*) Die Entwickelung der auf Flächen beliebigen Grades bezüglichen 
allgemeinen Theorie entspricht ganz der für höhere Curven gültigen. 
(Vergl.Salmon, „Treatise on the higher plane Curves“ Artikel 22—27; oder 
Plücker, ‚Theorie der algebraischen Сигуеп “, Artikel 7—12.) Wenn 
eine Anzahl von Punkten gegeben ist, die um Eins kleiner ist als die 
Zahl der zur Bestimmung einer Fläche air" Grades nöthigen Punkte, so ist 
dadurch eine Curve bestimmt, durch welche die Fläche geht; und wenn 
die Zahl der gegebenen Punkte um zwei geringer ist, so sind durch sie 
eine gewisse Anzahl anderer Punkte der Fläche mitbestimmt, nämlich so 
viel, als zu der Anzahl л? noch fehlen. 
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auf die Flächen des System durch 
eine feste gerade Linie; oder die 
Polaren eines Punktes in Bezug 
auf die Flächen eines Büschels 
zweiter Ordnung bilden ein Ebe- 
nenbüschel. 


174 


in Bezug auf die Flächen des 
Systems eine gerade Linie; oder 
die Pole einer Ebene in Bezug 
auf die Flächen eines Büchels 
zweiter Klasse bilden eine gerad- 
linige Punktreihe. 


Denn wenn die Gleichungen 
PN 
die Polarebenen eines festen Punktes in Bezug auf die Flächen 
zweiten Grades 


Ost ed 
respective bezeichnen, so ist 
Р + 20 =s {) 


die Gleichung der Polarebene desselben Punktes in Bezug auf die 
Fläche 
U+ АУ = 0. 

Insbesondere ist der Ort der Centra aller dersel- 
ben developpabeln Fläche eingeschriebenen oder 
acht Ebenen berührenden Flächen zweiten Grades 
eine gerade Linie. 

123. Wenn ein System von Flächen zweiten Gra- 
des durch eine gemeinschaftliche Durchschnittscurve 
geht, (oder in eine gemeinschaftliche developpable 
Fläche eingeschrieben ist) so erzeugen die Polaren 
einer festen geraden Linie ein Hyperboloid mit einer 
Mantelfläche. 

Denn wenn 

Р + 10 = 0, P + 10 = 0 
die Polaren zweier Punkte jener geraden Linie sind, so liegt 
ihre Durebschnittslinie nothwendig auf dem Hyperboloid 
PO’ = P'O. 

124. Wenn ein System von Flächen zweiten Gra- 
des eine gemeinschaftliche Durchschnittscurve hat, 
so ist der Ort des Pols einer festen Ebene eine Raum- 
eurve vom dritten Grade. 

Denn die Elimination von А zwischen den Gleichungen 

P + 10 =0, PAS, Р” +4 00° = 0 
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giebt das System der Determinanten 
Р, P’, р“ 
Кє КҮ: 
0. 0, 0 

welches eine Curve vom dritten Grade repräsentiert. Denn die 

Flächen : 


P0'= BO, РО" es E 
bestimmen zwar eine Durchschnittseurve vom vierten Grade, aber 
dieselbe enthält die gerade Linie 

Р = 0, 0 = 0, 
welche dagegen der Durchdringungseurve der Flächen 
P'O” = Р”0', PO" = P'O 
nicht angehört. Die zu allen drei Flächen gemeinschaftlichen 
Punkte bilden daher nur eine Raumeurve vom dritten Grade. 
Wenn (nach reciproker Interpretation) ein System von 
Flächen zweiten Grades einer gemeinschaftlichen 
developpabeln Fläche eingeschrieben ist, so umhüllt 
die Polare eines festen Punktes eine developpable 
Fläche, welche die Reciproke einer Raumeurve vom 
dritten Grade ist. 
125. Die Polarebenen eines| Die Pole einer festen Ebene 
Punktes in Bezug auf alle div" іп Bezug auf alle die Flächen 
durch sieben gegebene Punkte) zweiten Grades, welche dieselben 
gehenden Flächen zweiten Gra-| sieben Tangentenebenen besitzen, 
des gehen durch einen bestimm- | liegen in einer festen Ebene. 
ten festen Punkt. 
Denn die Gleichung der Polare eines festen Punktes in Be- 
zug auf eine der durch die allgemeine Gleichung 
U+1/+uW = 0 

dargestellten Flächen ist von der Form 
P +A +uR—0 

und enthält daher den festen Punkt, in welchem die Ebenen 
==@0; ses ABl 

sich schneiden ®). 


*) Aus diesem Satze ist von Hesse eine Construction der durch neun 
gegebene Punkte gehenden Fläche zweiten Grades abgeleitet worden. 
„Crelle’s Journal“ Bd. XXIV, p. 36. „Cambridge and Dublin Mathem, 
Јошт. Vol.IV, p.44. Man vergleiche die Entwickelungen über dasselbe 
Problem, welche Townsend gab, ibid. Vol. IV, p. 241. 
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126. Aus dem Umstande, dass die Diseriminante in Bezug 
auf die Coefficienten der Gleichung vom vierten Grade ist, folgt, 
dass die Grösse A aus einer biquadratischen Gleichung bestimmt 
werden muss, wenn die Gleichung 

DA AE = 0, 
die allgemeine Gleichung der einem einfachen System angehörigen 
. Flächen, einen Kegel darstellen soll. Daraus ergiebt sich, dass 
durch die Durchschnittslinie zweier Flächen zweiten 
Grades vier Kegel zweiten Grades hindurchgehen. 

Wenn 4, eine der vier Wurzeln dieser biquadratischen Gleich- 
ung bezeichnet, so bestimmen die vier Ebenen 


eg E av 


PER Ën er, а 
dU 11 dU аў 
dz A de ` 9. do д ERR: 0 


durch ihren Durchschnitt die Scheitel dieser vier Kegel; oder diese 
Punkte sind gegeben als die vier durch die Determinantenreihe 


uU ай ай dü 

de’ dy’ dz’ ао 

av dE av av 

| de’ йу” dz’ do| 
bestimmten Punkte. 

Dieselben vier Punkte sind diejenigen, deren Po- 
laren in Bezug auf alle die gemeinschaftliche Curve 
enthaltenden Flächen zweiter Ordnung in eine Ebene 
zusammenfallen. 

Denn die Aufstellung der Bedingungen, unter welchen die 
Ebenen 


D 


au’ au’ dU аб 

а der Ыг ns, 

dy’ av’ av’ av’ 
EI Zare ER 


zusammenfallen, führt auf dieselbe Reihe von Determinanten 

Ebenso giebt es vier Ebenen, deren Pole in Bezug 
auf eine Reihe von Flächen zweiten Grades, welche 
derselben developpabeln Fläche eingeschrieben sind, 
dieselben vier Punkte bilden. 
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127. Wenn zwei Flächen zweiten Grades 
0=0, У = 0 
einander berühren, so hat die biquadratische Gleich- 
ung für welche aus der Discriminante entspringt, 
zwei gleiche Wurzeln; ganz ebenso, wie das Analoge in der 
Theorie der Kegelschnitte sich ergab *). 

Man beweist diess am leichtesten, indem man den Anfangs- 
punkt in den Berührungspunkt der Flächen verlegt und die ge- 
теіпѕсһайісһе Tangentenebene zur Coordinatenebene 

= = (0 
wählt. Dann gelten für die Gleichungen beider Flächen die Re- 
lationen 
ажа» ehe 
und die Substitution in die im Artikel 63 gegebene Diseriminante 
liefert die biquadratische Gleichung in der Form 


(r + Ar’)? In + Am)! — (а + да) b + AAA == 0, 
aus welcher die Existenz gleicher Wurzeln unmittelbar hervorgeht. 

Daher wird die Bedingung, unter welcher zwei Flächen zwei- 
ten Grades einander berühren, erhalten, indem man die Discri- 
minante der biquadratischen Gleichung in A bildet. 

Es ist evident, dass die Verhältnisse der Coefficienten der 
bezeichneten biquadratischen Gleichung in A in Bezug auf das 
Paar der Flächen zweiten Grades, auf welches sie sich beziehen, 
Invarianten sind. 

128. Wenn zwei Flächen sich berühren, so ist der 
Berührungspunkt ein Doppelpunkt in ihrer Durch- 
schnittseurve. 

Denn im Allgemeinen durchschneiden sich zwei Flächen vom 
m'™ und naien Grade in einer Curve vom mn!“ Grade, d. h. in 
einer Curve, welche mit einer Ebene im Allgemeinen mn Punkte 
gemein hat. Jedem Punkte der Durchschnittscurve entspricht eine 
einzige bestimmte Tangente dieser Letzteren, nämlich die Durch- 
schnittslinie der Tangentenebenen beider Flächen in diesem Punkte; 
denn jede durch diese Linie gehende Ebene schneidet die Flächen 
in zwei sich berührenden Curven, geht also durch zwei zusam- 
menfallende Punkte der Durchschnittscurve. Wenn aber die Flä- 


*) Vergl. „Anal. Geom. d. Kegelschnitte‘‘ Artikel 364. 
Salmon, Anal. Сеот, d. Raumes. 12 
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chen sich berühren, so werden sie von jeder durch den Berüh- 
rungspunkt gehenden Ebene in zwei sich berührenden Curven 
geschnitten und jede solche Ebene geht daher durch zwei zusam- 
menfallende Punkte der Durchschnittseurve. Der Berührungspunkt 
ist somit ein Doppelpunkt in dieser Curve. 

In Folge dessen entsprechen ihr, ganz analog dem 
Falle ebener Gurven, zwei Tangenten in diesem Punkte. 
Denn in der gemeinschaftlichen Tangentenebene beider Flächen 
giebt es zwei gerade Linien von solcher Lage, dass jede durch 
eine von ihnen gehende Ebene die Flächen in Curven durch- 
schneidet, die drei gemeinschaflliche Punkte im Berührungspunkt 
besitzen, oder einander osculieren. 

Wir nehmen die Tangentenebene zur Ebene xy und denken 
die Gleichungen der Flächen in der Form 

+ аа? + 2nay + by? + еіс. = 0, 
+ da? + 2тху + by? + еіс. = 0 
gegeben; dann schneidet eine Ebene 
у == ur 
diese Flächen in Curven, welche einander oseulieren, wenn die 
Bedingung 
а 4+ 2пи + bw = а + пи + bu? 
erfüllt ist*). Die beiden bezeichneten geraden Linien sind daher 
durch die Gleichung 
(a — а) а + 2 (п тп) ху + (0—6) у? = 0 
bestimmt, wie diess auch in anderer Art leicht bewiesen wer- 
den kann. 

Wenn die Gleichung einer Fläche in der Form 

и + иш, + и, + ee. = 0 
geschrieben ist, wo u; die Vereinigung derjenigen Glieder bezeich- 
net, welche in den Veränderlichen vom Grade / sind, so liegt 
der Anfangspunkt der Coordinaten in der Fläche und die Ebene 


Lë, 


и, = 0 
enthält alle die geraden Linien, welche im Anfangspunkt zwei 
zusammenfallende Punkte mit der Fläche gemein haben; wenn 
aber и, mit Null identisch ist, so hat die Fläche im Anfangspunkt 


*) Vergl. „Anal. Geom. d. Kegelschnitte‘ Artikel 241. 
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einen Doppelpunkt und alle geraden Linien, welche die Fläche in 
drei auf einanderfolgenden Punkten schneiden, sind in der Kegel- 
fläche zweiten Grades 

и, = 0 
enthalten. 

In dem hier betrachteten Falle erhalten wir nun durch Sub- 
traction der einen Gleichung von der andern den Ausdruck einer 
die Durchschnittscurve enthaltenden Flāche, nämlich 

(a — d) а? + 2 (n—n') ху + (b— b) y? + еіс. = 0, 
in welcher der Anfangspunkt ein Doppelpunkt ist und die beiden 
so eben betrachteten Geraden diejenigen geraden Linien sind, 
welche die Flāche in drei zusammenfallenden Punkten schneiden. 

129. Das Zusammenfallen dieser Linien bedingt 
die Existenz einer Spitze, oder eines stationären (Cus- 
pidal-) Punktes in der Durchdringungscurve im An- 
fangspunkt, und wir wollen in diesem Falle die zwi- 
schen beiden Flächen stattfindende Berührung als eine 
stationäre bezeichnen. 

Die algebraische Bedingung derselben ist unter den vorher 
gemachten Voraussetzungen über die Lage der Coordinatenachsen 
die Relation 

(a — ad) (b — b) = (п — п). 

Die Anschauung der biquadratischen Gleichung des Artikel 
127 zur Bestimmung von A zeigt sofort, dass unter dieser Be- 
dingung drei Wurzeln derselben den Werth — 1 haben; denn 
in dem untersuchten Falle ist nach der Form der untersuchten 
Gleichungen auch - 

r — т. 

Die Bedingungen einer stationären Berührung werden somit 
erhalten, indem man die Relationen aufstellt, welche die Coefhi- 
cienten einer biquadratischen Gleichung erfüllen müssen, damit 
dieselbe drei gleiche Wurzeln habe; sie sind 

5 = 0, Т == 0, 
wenn wir durch S und 7 die bekannten beiden Invarianten bi- 
quadratischer Formen bezeichnen, welche in den Coefficienten vom 
zweiten und vom Grade sind (J,, und J,.).*) 


*) Vergl. „Vorlesungen“ Artikel 138. Elementer: Artikel 23, р. 204. 
12* 
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130. Da die Bedingung, unter welcher eine Fläche zweiten 
Grades eine Ebene berührt, nach Artikel 75 in den Coefficienten 
der Gleichung derselben vom dritten Grade ist, so ergiebt sich, 
dass unter den Flächen eines einfachen Systems mit 
gemeinschaftlicher Durchschnittscurve drei sind, wel- 
che eine gegebene Ebene berühren; und reciprok un- 
ter den Flächen eines einfachen Systems mit einer ge- 
meinschaftlich umschriebenen developpabeln Fläche 
drei, welche durch einen gegebenen Punkt gehen. 

Dagegen ist offenbar, dass im ersten Falle nur eine 
Fläche des Systems durch einen gegebenen Punkt geht 
und im zweiten Falle nur eine Fläche des Systems eine 
gegebene Ebene berührt. 

In jedem Falle existieren zweiFlächen desSystems, 
welche eine gegebene gerade Linie berühren; denn die 
im Artikel 76 gegebene Bedingung, unter welcher eine Fläche 
zweiten Grades eine Gerade berührt, enthält die Coefficienten der 
Gleichung der Fläche nur im zweiten Grade. 

131. Es ist auch geometrisch evident, dass unter den Flächen 
eines einfachen Systems mit gemeinschaftlicher Durchschnittscurve 
nur drei eine gegebene Ebene berührende gefunden werden kön- 
nen. Denn diese Ebene schneidet die gemeinschaftliche Durch- 
schnittseurve in vier Punkten, welche den Durchschnittslinien der 
Ebene mit den Flächen des Systems gemeinschaftlich sein müssen. 
Da nun die Tangentenebenen einer Fläche zweiten Grades die- 
selbe in zwei reellen oder imaginären geraden Linien durchschnei- 
det (Artikel 104), so können diese Geraden in unserm Falle nur die 
drei Paare von geraden Linien sein, welche durch jene vier Punkte 
bestimmt sind. Die Berührungspunkte der drei fraglichen Flächen 
mit der Ebene, d. i. die drei Durchschnittspunkte der betrachte- 
ten Linienpaare, sind die drei Punkte, welche in Bezug auf alle 
Kegelschnitte des einfachen durch vier feste Punkte gehenden Sy- 
stems sich selbst conjugiert sind, d. h. von denen jeder die ge- 
rade Verbindungslinie der beiden andern in Bezug auf alle Kegel- 
schnitte des Systems zu seiner Polare hat.*) Wenn man den 
Scheitel eines der vier Kegel des Systems durch gerade Linien 


*) Vergl, „Analyt. Geom, 4, Kegelschnitte‘‘ Artikel 370, 400 und 
Zusatz p. 602, 
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mit den bezeichneten drei Punkten verbindet, so sind dieselben 
conjugierte Durchmesser eben dieses Kegels; nach der Schluss- 
bemerkung des Artikel 67. 

132. Ein System von Flächen zweiten Grades, wel- 
che ein gemeinschaftliches Centrum und gemeinsame 
Kreisschnitte haben, kann als ein specieller Fall eines 
einfachen Systems mit gemeinschaftlicher Durch- 
schnittscurve angesehen werden. Denn die Gleichung der 
Flächen eines solchen Systems ist nach Artikel 100 von der Form 

S + 5 («% +00 + 22) = 0. 
Da die Gleichung 
+ wl + 2 = 0 
einen Kegel repräsentiert, so ist das gemeinschaftliche Centrum 
einer der Scheitel der vier dem System angehörigen Kegel. 

Ueberdiess sind irgend drei conjugierte Durchmesser des 

imaginären Kegels 
а + у + 2° = 0 
rechtwinklig zu einander, weil diese Gleichung eine unendlich 
kleine Kugel repräsentiert. Wir haben somit den Satz: Man 
kann stets drei concentrische und coneyklische Flä- 
chen zweiten Grades bestimmen, welche eine gege- 
bene Ebene berühren, und von den drei geraden Li- 
nien, welche das Centrum mit den Berührungspunkten 
verbinden, ist jede rechtwinklig zuden beiden andern. 

133. Wenn zwei Flächen zweiten Grades sich in 
zwei Punkten berühren, so zerfällt ihre Durchschnitts- 
curve, im allgemeinen Fall eine Curve von doppelter 
Krümmung vierten Grades, in zwei ebene Kegelschnitte. 
Denn wenn wir eine Ebene durch beide Berührungspunkte und 
einen beliebigen Punkt der Schnitteurve legen, so schneidet die- 
selbe die Flächen des Systems in Curven, welche drei Punkte und 
zugleich die zwei Tangenten gemein haben, welche den Berühr- 
ungspunkten entsprechen, und die somit identisch sein müssen. 

Die Gleichungen zweier solcher Flächen sind von der Form 

Sian Riek АИ «== (у; 
wenn 
Бы, ЖИ == 0 
die Ebenen der Schnitteurven repräsentieren. 
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Man beweist in derselben Art, dass die Flächen von zwei 
gemeinschaftlichen Tangentenkegeln zweiten Grades 
umhüllt werden. Denn wenn wir den Punkt denken, in wel- 
chem die Durchschnittslinie der beiden gemeinschaftlichen Tan- 
gentenebenen von einer dritten gemeinschaftlichen Tangentenebene 
geschnitten wird, so haben die beiden Tangentenkegel zweiten 
Grades, welche die beiden Flächen mit diesem Punkte bestimmen, 
drei gemeinschaftliche Tangentenebenen und zwei gemeinschaft- 
liche Kanten und sind daher identisch. 

Die Reciproken zweier Flächen zweiten Grades, welche eine 
doppelte Berührung mit einander haben, sind gleichfalls ein Paar 
Flächen zweiten Grades von doppelter Berührung, und den bei- 
den Durchschnittscurven-Ebenen des einen Paars entsprechen nach 
den Gesetzen der Reciproecität die Schnittpunkte der gemeinschaft- 
lichen Tangentenkegel des andern Paares. Alle der Linie 


e |) 


angehörigen Punkte haben in Bezug auf alle Flächen des Systems 


S + LLN = 0 
die nämliche Polare. Denn wenn 
P= 0 
die Polare desselben in Bezug auf die Fläche 
5'== 0 


bezeichnet, so ist durch 
P +1 (ЕМ + ІМ) = 0 

seine Polare in Bezug auf 

S + LR = 0 
dargestellt, und diese Gleichung redueiert sich für 

Г = 0, M = 0 
auf 

Р = 0. 
Daraus folgt dann weiter, dass alle Flächen des Systems in 

den beiden Punkten die nämlichen Tangentenebenen haben, in 
welchen die Fläche 


von der Geraden 


geschnitten wird. 
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Ausser diesen existieren noch zwei andere Punkte, welche 
in Bezug auf alle Flächen des Systems die nāmlichen Polaren be- 
sitzen, nämlich die Scheitel derjenigen Kegelflächen zweiten Gra- 
des, welche beide Schnittcurven des Systems zugleich enthalten. 
Man erkennt aus geometrischen Gründen, dass diese beiden Punkte 
in der Polare der Linie 

І = 0, M=0 
in Bezug auf die Fläche 
5.= 0 
enthalten sind, d. h. in der Durchschnittslinie der gemeinschaft- 
lichen Tangentenebenen des Systems in den Punkten, in welchen 
diese Fläche von jener geraden Linie geschnitten wird, und dass 
diese Punkte die Brennpunkte der Involution sind, welche von 
den Punktepaaren bestimmt wird, in denen die Polare die Fläche 
e= 0 
und die Ebenen 
d GR EEN == 0) 
durchschneidet. 

134. Wenn zwei Flächen zweiten Grades eine dritte 
Fläche dieser Art in der nämlichen ebenen Curve 
schneiden, so ist die Durchschnittslinie der Ebenen 
derjenigen Curven, in welchen sie dieselbe überdiess 
durchschneiden, zugleich auch Durchschnittslinie der 
Ebenen der andern Curve, welche sie selbst mit ein- 
ander gemein haben. 

Denn die Flächen 

S + IM=0, S+IN=0 
bestimmen mit einander ebene Schnitte, welche durch die Ebenen 
L=0, М— М = 0 
gegeben sind. 

Die ähnlichen Flächen zweiten Grades gehören 
zu der eben discutierten Klasse. Denn zwei Flächen 
zweiten Grades sind — die bei der Betrachtung ähnlicher Curven 
zweiten Grades gebrauchten Gründe beweisen es*) — ähnlich und 
ähnlich gelegen, wenn die Glieder vom zweiten Grade in den 
Gleichungen derselben übereinstimmen. Der geometrische Sinn 


+) Vergl. „Analyt. Geom, der Kegelschnitte‘ Artikel 237. 
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dieser Bedingungen ist in der Existenz des Aehnlich- 
keitscentrums, demParallelismus der Achsen und ihrer 
Verhältnissgleichheit ausgesprochen. Ihre Gleichungen 
sind also von der Form 


S=0, 5 + е1 0. 


Wir sehen daraus, dass zwei solche Flächen zweiten 
Grades einander in einer ebenen Curve durchschnei- 
den, während die Ebene der andern Durchschnitts- 
curve in unendlicher Entfernung ist. Wenn wir drei 
ähnliche und ähnlich gelegene Flächen zweiten Gra- 
des betrachten, so gehen die drei Ebenen ihrer end- 
lichen Durehschnittscurven durch dieselbe gerade 
Linie. Endlich besitzen die sechs Ebenen der Durch- 
schnittscurven von vier solchen Flächen einen ge- 
meinschaftlichen Punkt. Wenn die Scheitel der Tangenten- 
kegel einer Fläche zweiten Grades eine ähnliche und ähnlich ge- 
legene Fläche durchlaufen, so durchschneiden sich je zwei der- 
selben in ebenen Curven. 

Alle Kugeln sind ähnliche und ähnlich gelegene Flächen zwei- 
ten Grades; es ist die Gonsequenz dieser ihrer Natur, dass sie 
einen gemeinschaftlichen Durchschnitt in unendlicher Entfernung 
haben, einen Durchschnitt, welcher offenbar ein imaginärer 
Kreis ist. 

Ein ebener Querschnitt einer Fläche zweiten Gra- 
desist ein Kreis, wenn diejenigen zwei Punkte, in wel- 
chen seine Ebene diesen unendlich entfernten imagi- 
nären Kreis schneidet, ihm angehören. 

Wir können daraus direct die Zahl der Auflösungen er- 
kennen, deren das Problem der Bestimmung der Kreis- 
schnitte einer Fläche zweiten Grades fähig ist. 

Denn die Schnitteurve der Fläche zweiten Grades mit der 
unendlich entfernten Ebene wird von der Schnitteurve einer Ku- 
gel mit derselben Ebene in vier Punkte geschnitten, welche durch 
sechs gerade Linien verbunden werden können; die durch irgend 
eine dieser Geraden gehenden Ebenen schneiden die Fläche zwei- 
ten Grades in Kreisen. Die sechs geraden Linien theilen sich in 
drei Paare, von denen jedes einen der drei Punkte als seinen 
Durchschnittspunkt bestimmt, welche in Bezug auf die Durch- 
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schnittseurve der Fläche zweiten Grades und die der Kugel die- 
selbe Polare haben. Diese drei Punkte bestimmen die Richtungen 
der Achsen der Fläche zweiten Grades. 

Eine Umdrehungsfläche ist diejenige Fläche zwei- 
ten Grades, welche mit einer Kugel eine doppelte Be- 
rührung in unendlicher Entfernung hat. Denn eine Gleich- 
ung von der Form 

а? + у? + а? = 
kann іп der Form 
(а2 + y + r) + {а—1) 2 —(»—у%} = 0 

geschrieben werden, deren letzter Theil die Verbindung zweier 
Ebenen repräsentiert. Es erhellt auch, wie in diesem Falle nur 
eine Lage reeller Kreisschnitte vorhanden ist, welche bestimmt 
ist durch die Verbindungslinie der Berührungspunkte der unend- 
lich entfernten Schnitte der Fläche zweiten Grades und der 
Kugel. 

135. Vor dem Uebergang zur umfassendern Betrachtung einer 
andern wichtigen symbolischen Form, mögen hier als weitere Bei- 
spiele folgende Anwendungen bemerkt werden, welche man von 
der hier zu Grunde liegenden Betrachtungsweise machen kann. 
Zuerst in Bezug auf das Problem der Normalen, welche 
von einem Punkte a, y, z an das Ellipsoid 
2 y? 27 


SEKR 


gezogenwerden können. Man braucht nur in den Gleichungen 
der Normalen im Artikel 87 die x, y, z mit den 2, у, z und 
umgekehrt zu vertauschen, um zu sehen, dass die Coordinaten 
der Fusspunkte ausser der Gleichung des Ellipsoids den drei 
Gleichungen 
а?у (x — а) — bæ (у — у) = 0, 
bz (у — у) — су (2 — 2) = 0, 
ee (2 — z) — az (= — а) = 0 
genügen müssen. Man erhält aus ihnen die Coordinaten der sechs 
Punkte, welche der Aufgabe entsprechen. 

Wenn man aber die linke Seite der auf Null reducierten 
Gleichung des Ellipsoids durch das Symbol S und die linken Seiten 
der drei Bedingungsgleichungen durch die entsprechenden Symbole 
у, Sz, Sg bezeichnet, so giebt die durch lineare Verbindung 
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dieser vier Symbole mit den Constanten х, A, ш, >» entstehende 
Gleichung 
xS + 15, + uS, + 05, = 0 

die Symbolgleichung derjenigen Flächen zweiten Grades, welche 
durch die sechs Normalenfusspunkte hindurchgehen, da sie durch 
das gleichzeitige. Verschwinden von 5, S,, S}, S, erfüllt wird und 
überdiess drei unabhängige Constante enthält. (Vgl. Artikel 121.) 
Die Betrachtung derselben führt nun leicht zu dem von Chasles 
herrührenden Satze: Die sechs von einem Punkte an ein 
Ellipsoid gezogen Normalen liegen auf einem und dem- 
selben Kegel zweiten Grades. 

Denn die Bedingungen, unter welchen der Punkt 2, у, z 
zum Centrum der durch jene Symbolgleichung dargestellten Fläche 
wird, sind nach Artikel 65 


x e D 
D 22. + Au — vz = 0), 
Zu 2 К 
х ai + uz — Ae = 0), 
27 М 4 
ФГ + vx — шу = 0), 
und dieselben fordern somit 
#+-== 0, 
liefern aber dann 
teipin =l iyu di 5 


und die Bedingung, unter welcher der Punkt а, у, 2" der be- 
trachteten Fläche angehört, ist 


d. h. mit 


gleichzeitig erfüllt. Die Substitution der so gefundenen Werrthe 
in die allgemeine Gleichung liefert überdiess die Gleichung des 
fraglichen Kegels *). 


*) Die Theorie der Normalen der Flächen zweiten Grades ist mit 
Erfolg behandelt von F. Joachimsthal, „Crelle’s Journal“ Bd. LII, 
p. 149 f. und Bd. LIX, p. 111 f. Das Problem der Normalen ist aber 
einer allgemeineren Auffassung fähig durch Weiterführung der Betriach- 
tungen, welche für das analoge Problem der Kegelschnittstheorie ge- 
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Sodann eine einfache Diseussion der Frage nach dem geo- 
metrischen Orte der Scheitel derjenigen Kegel zwei- 
ten Grades, welche durch sechs gegebene Punkte im 
Raume hindurchgehen. 

Wir denken diese Punkte durch 

/ DEE 
bezeichnet und stellen zunächst durch | 
ДЕЕ ZE, ЖШ үш у), 
die Gleichungen der vier Ebenen dar, welche durch die Punkte- 
gruppen 
ELTERN А 

(4 als ein beliebiger Punkt im Raume gedacht) bestimmt sind; 
dann repräsentiert 

IN — АМР = 0 
jeden aus dem Scheitel 4 durch die Kanten 
ar. Dez еа (у an Nat 
beschriebenen Kegel zweiten Grades, und wenn wir durch 

Ze 2 un Nas Р 
die Substitutionsresultate bezeichnen, welche die Einführung der 
Coordinaten von A, in die Ausdrücke Z, M, N, Р ergiebt, so 
gilt für das Hindurchgehen dieses Kegels durch den Punkt 4, die 
Bedingung 

ZEN — AMP == 0, 

so dass man die Gleichung der durch die fünf Punkte 

4.443: Ass Ay Г 
aus dem Scheitel А beschriebenen Kegelfläche zweiten Grades in 
der Form 

M'P'IN— ГҮ'МР = 0 
erhält. Soll dieselbe auch durch den Punkt 4; gehen, so müs- 
sen seine Coordinaten ihr genügen, d. h. wenn durch 
І", М", N", Р" 


geben sind, „Analyt. Geom, d. Kegelschn.“ Artikel 477—479. Dadurch 
tritt dasselbe in die Klasse von Aufgaben ein, welche für die algebrai- 
sche Untersuchung in allgemeinster Form von Interesse sind. Wir 
müssen hier auf die inhaltreiche Abhandlung von A. Clebsch im 
LXII. Bande des ‚Journal f. d. г. u. a. Math.“ zum weiteren Studium 
verweisen und bemerken nur, dass ein ungemein lehrreiches Beispiel 
damit gewonnen ist, 
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die Resultate der Substitution der Coordinaten von 4A, in die Aus- 
drücke 
BAM NER 
bezeichnet werden, es muss die Bedingung bestehen 
M'P' E'N” — ЁТ М”Р” = 0. 

Sie ist die Gleichung des Ortes, nach welchem gefragt wird, 
denn sie enthält nur noch die Coordinaten X, У, Z des als Scheitel 
des Kegels betrachteten Punktes 4, da sie dieselben im vierten Grade 
enthält, so ist der fragliche Ort eine Fläche vierten Gra- 
des. Nach der Gestalt ihrer Gleichung enthält sie ein System 
gerader Linien, welches man leicht näher bezeichnen kann. Sie 
ist erfüllt durch je zwei Bedingungen der folgenden Gruppen: 


І == 0, І" = 0; М” = 0, М = 0; 
Г = 0, N = 0; М" = 0, Р =D; 
І set, М = 0; М" st, І” = 0; 
І = 0, Р' = 0; М" ss 0, N = 0; 
N = 0, ү" = 0; Р" = 0, Р zs 0; 
N = 0, М" = 0; Р” — 0, L” = 0; 
М = 0, Р = 0; P!=0, NI = 0; 
N sc, Lis: Р” —=0,; М = 0; 


d. h. sie enthält sechszehn Gerade, welche zu je vier in den Ebenen 
Ze, М = 0, М" = 0, Р” = 0, 
oder D 
І" = 0, № = 0, Mise, P= 0, 
d. i. den Ebenen 
4,4,45, e dt äh А,А,4,, Ai Aa den 
oder 
A AAi 4,4,4 4,445, 4,4,4, 
enthalten sind; unter ihnen sind die durch 


г = EU se Г = М zf, Г =P = 0, 
N = № == 0, ү = М ss 0, № = Р =), 
М" = М = 0, М" = І" = 0, М = № = 0 
Рр” = P = 0, Рр"= І" = 0, Р” == № = 0 


dargestellten die Geraden 
Ajdar dd CCS 
4,4, АА АА, 
Я, БААУ га, 
А, А,, А, Ag, А, Ag» 
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d. h. zwölf unter den Verbindungslinien der sechs gegebenen 
Punkte. Man sieht leicht, dass der Ausschluss von dreien unter 
ihnen, nämlich der Linien 
Ads, РАГА! АА, 
nur aus der willkürlichen Wahl und Verbindung der Punkte 
Pe} 
zum Ausgang der Entwickelung entsprungen ist. Die Fläche ent- 
hält also zunächst diese 15 Geraden. Wenn wir aber betrachten, 
dass ausser den zwölf bezeichneten Geraden noch die vier andern 
Г = М" sf, N = І" = 0, М” = Р = 0, Р" = М'— 0 
der vorigen Betrachtung angehören, die Durchschnittslinien der 
Ebenenpaare 
4,4,4, А,4,4,, 
ДИД; БА, 
4,4,4, ААА, 
АА 46, ААА, 
won denen jedes Paar sämmtliche sechs Punkte enthält, so erkennen 
wir, dass überdiess die zehn Geraden der Fläche angehören, welche 
:als Durchschnittslinien aller möglichen derartigen Paare von Ebenen 
entspringen. Die Zugehörigkeit dieser 25 Geraden zur 
IFläche erhellt auch aus einfachen geometrischen Betrachtungen. 
Wir bemerken endlich, dass sie auch die Raumeurve 
«dritten Grades enthält, welche durch die sechs be- 
ttrachteten Punkte bestimmt 151%). 
136. Wenn 
== (0 
eine Kugel repräsentiert, so ist die Gleichung einer mit 
iihr sich doppelt berührenden Fläche zweiten Grades 
S= IM 
wnd dieselbe drückt nach der in der Theorie der Ke- 
gelschnitte**) gegebenen Interpretation aus, dass das 
(Juadrat der vonirgend einem Punkte der Fläche zwei- 
tten Grades an die Kugel zu legenden Tangente zu dem 
Rechteck der Entfernungen desselben Punktes von zwei 
festen Ebenenin einem constanten Verhältniss steht. 


*) Man vergleiche A. Cayley’s Note in den „Comptes rendus“ 
11861, tom. І, р. 1216 und Weddle im „Cambridge and Dublin Math, 
Jlourn.‘“ Vol. У. 


**) Vergl. а. а. О, Artikel 284. 
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Die Ebenen 
PZR va HE 
sind Ebenen der Kreisschnitte der Fläche zweiten Gra- 
des, weil sie Ebenen ihres Durchschnitts mit einer Kugel sind. 

In der Theorie der Kegelschnitte ist gezeigt worden,*) dass 
der Brennpunkt eines Kegelschnitts als ein unendlich kleiner Kreis 
angesehen werden darf, welcher mit dem Kegelschnitt eine dop- 
pelte Berührung besitzt, und dass die Directrix die entsprechende 
Berührungssehne ist. In derselben Art können wir einen Brenn- 
punkt (Focalpunkt, Focus) einer Fläche zweiten Gra- 
des als eine unendlich kleine Kugel definieren, welche 
mit der Fläche eine doppelte Berührung in den Punk- 
ten der entsprechenden Directrix hat, d.h. der Punkt 
(«, В, у) ist ein Focalpunkt, wenn die Gleichung der 
Fläche zweiten Grades in der Form 

(e—a)? + у — p? + (2—0) = Ф 
dargestellt werden kann, in welcher Ф das Product der 
Gleichungen zweier Ebenen, genauer zweier linearer Polynome, ist. 
Wir müssen aber die zwei Fälle einzeln untersuchen, in wel- 
chen diese Ebenen reell und in welchen sie imaginär 
sind; denn in dem einen ist die Gleichung von der Form 

S == LM, 

in dem andern von der Form 

5 = 1? 4 М. 

In dem ersten Falle ist die Direetrix 

І sf, M=0 
derjenigen Achse der Fläche parallel, durch welche 
die reellen Ebenen der Kreisschnitte gelegt werden 
können. Wenn beispielsweise die Fläche ein Ellipsoid ist, so 
muss diese Linie der mittleren Achse parallel sein. In dem 
zweiten Falle ist dagegen diese Linie parallel zu einer 
der andern Achsen der Fläche. 

In jedem Falle ist die Schnitteurve der Fläche 
zweiten Grades mit einer durch einen Focalpunkt und 
die entsprechende Directrix gehenden Ebene ein Ke- 
gelschnitt, welcher diesen Punkt und diese Linie zum 
Focalpunkt und zur Directrix hat. 


*) Ibid. Artikel 285, 
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Denn wenn wir die Achsen der 2 und y in einer durch die Linie 
L=0, M= 0 

gehenden Ebene wählen und dann z == 0 voraussetzen, so ге- 
duciert sich die Gleichung auf die Form 


(e—a)? + (у— 8 = Im 
ойег die andere 


(e—a? + (0—67 == 2 + т, 
wo 
=, де 09 
die Durchschnittslinien der Ebenen 
L= 0, М== 0 mt sf 
bezeichnet. Nun fallen für eine durch die Linie 
IE CR EA 
gehende Ebene diese Schnitte offenbar zusammen und man erhält 
als die reducierte Gleichungsform 
(с — «)? + (у —– В)? = Р; 
diese repräsentiert aber einen Kegelschnitt, welcher die Linie 
N, 
zur Directrix und den Punkt («, В) zum entsprechenden Brenn- 
punkt hat. 

Diess ist übrigens nur der algebraische Ausdruck des geo- 
metrischen Factums, nach welchem der fragliche Querschnitt durch 
den unendlich kleinen Kreis, welcher als der Schnitt von 5 ent- 
steht, in der Berührungssehne 7 berührt wird. 

137. Wir untersuchen nun, ob eine gegebene Fläche 
zweiten Grades nothwendig einen Focalpunkt und ob 
sie mehr als einen Focalpunkt besitzt; d. h. ob die Gleich- 
ung einer solchen Fläche immer in der Form 

S= 17 E МИ? 
dargestellt werden kann, in welcher 
= |) 
eine unendlich kleine Kugel (Punktkugel) bezeichnet. 

Wenn wir als Coordinatenebenen 2: und у zwei zu einander 
rechtwinklige durch die gerade Linie ZM gehende Ebenen wäh- 
len, so wird die Grösse 

P + М? 
in der Form 
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ах? + 2bxy + су? 
dargestellt, welche durch eine Drehung dieser Coordinatenebenen 
um diese ihre gemeinschaftliche Achse auf die Form 
Ах? + By? 
gebracht werden kann. Und wenn man dann den Anfangspunkt 
nach irgend einem Punkte der durch den Focalpunkt gehenden 
Normalebene zur Directrix verlegt, so nimmt die Gleichung 
S= + М? 
die Form 
(= — 9)? + (у — 8) + 22 = 4 (= — Lk Бу — ду 
an, in welcher с, 8 die Coordinaten 2, y des Focalpunktes und 
у, $ die des Fusspunktes der Direetrix bezeichnen; für entgegen- 
gesetzte Vorzeichen von 4 und B sind die Ebenen der Berührung 
zwischen dem Focalpunkt und der Fläche zweiten Grades reell 
und für gleiche Vorzeichen derselben Grössen sind sie imaginär. 
Unsere Coordinatenebenen sind offenbar — die Form der 
Gleichung lehrt es — so gewählt, dass sie den Hauptebenen der 
Fläche parallel sind; und wir wünschen zu wissen, ob durch 
eine geeignete Wahl der Constanten а, В, у. d, A, B 
die bezeichnete Form der Gleichung mit derjenigen 
einer gegebenen Fläche 
SC y? 22 
Abe ei deet 
identisch gemacht werden kann. 
Dazu muss nun zuerst, damit der Anfangspunkt mit dem 
Centrum der Fläche zusammenfalle, 
Ge, Bi BO 
sein. Mit Hilfe dieser Relationen eliminieren wir die Grössen 
у und d aus der gegebenen Gleichung und erhalten als ihre neue 
Form 


BSE ы 
(1—4) а? + (1— В) у? + 2° = 1-1 + mm Уай В, 
so dass die Identität stattfindet, wenn 
N s L—N 
1 — 4 = T? d. L Я-== SCH ` 
N M—N 
1 — В = Л? d. і B М з 


und 
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ist. Für eine gegebene Fläche sind somit die Constanten 4 und B 
bestimmt, der Focalpunkt ist aber irgend ein Punkt des Kegelschnitts 
a? AE 
СҮ Л К 
den man deshalb als einen. Focalkegelschnitt der Fläche 
benennt. 

Wir haben weder über die Vorzeichen noch die relativen 
Grössen der Z, M, N etwas bestimmt und müssen daraus schlies- 
sen, dass in jeder der drei Hauptebenen ein Focal- 
kegelschnitt existiert, sowie dass derselbe mit dem 
entsprechenden Hauptschnitt der Fläche confocal ist; 
denn die Kegelschnitte 

ед Р ES а? ß? 
Ту eg e E en 
sind offenbar confocal. 

Wenn irgend ein Punkt (с, $’) eines Focalkegelschnitts als 
Focalpunkt betrachtet wird, so ist die entsprechende Di- 
rectrix eine Normale zur Ebene des Kegelschnitts, 
welche durch den Punkt ў g 

, а e 
рл» д = = 


== 1 


oder e 

A La’ А M; 

ы. ae СУ. 
geht. Die geometrische Interpretation dieser Werthe sagt aus, 
dass der Fusspunkt der Directrix der Pol der Tan- 
gente des Focalkegelschnitts im Punkte (с, 8) in Be- 
zug auf den Hauptschnitt der Fläche ist. Denn diese 
Tangente ist 


са BR 
u тау ЖА, 
oder 
u 
Т, + ТЛ 
d і. offenbar die Polare von (y’, д”) in Bezug auf den Hauptschnitt 
Salmon, Anal, Geom. d. Raumes. 13 
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Ж. 

Nach der Theorie der confocalen Kegelschnitte in der ana- 
Iytischen Geometrie der Ebene folgt hieraus, dass die gerade 
Verbindungslinie des Focalpunkts mit dem Fusspunkt 
der entsprechenden Directrix eine Normale des Focal- 
kegelschnitts ist. Wenn wir dabei daran erinnern, dass die 
durch einen Focalpunkt und seine Directrix bestimmte Ebene die 
Fläche in einem Kegelschnitt durchschneidet, welcher jenen Punkt 
zum Brennpunkt hat, so erhellt nun, dass diess als eine Eigen- 
schaft jeder Normalebene eines Focalkegelschnitts 
ausgesprochen werden darf. 

Der Ort des Fusspunktes der Directrix für einen ge- 
gebenen Focalkegelschnitt ist derjenige Kegelschnitt, 
welchen man als den Ort der Pole der Tangenten des 
Focalkegelschnitts in Bezug auf den Hauptschnitt der 
Fläche erhält, d. h. seine Gleichung ist 

s 1 — № » M—N 

ya- 7 +8 Н к=» 
wie man findet, wenn шап mittelst der Relationen zwischen den 
Grössen с, В, у, д die а, В" aus der Gleichung des Focalkegel- 
schnitts eliminiert. Die Direetricen bilden einen geraden Cylinder, 
für welchen der so eben bestimmte Kegelschnitt die Basis ist. 

Als eine fernere Vervollständigung der hier vorliegenden Ana- 
logien der Focalkegelschnitte der Flächen mit den Brennpunkten 
der Curven zweiten Grades führen wir den hier leicht zu bewei- 
senden Plücker’schen Satz an, nach welchem jedeimaginäre 
Ebene, die durch eine Tangente eines Focalkegel- 
schnitts hindurch geht, eine Tangentenebene der 
Fläche ist. (Vergl. Artikel 203.) 

138. Wir wollen nun die verschiedenen Arten der centri- 
schen Flächen zweiten Grades einzeln untersuchen, um die 
Naturihrer Focalkegelschnitte zu studieren und namentlich 
zu erkennen, zu welcher von den zwei verschiedenen Arten von 
Focalpunkten die Punkte derselben gehören. 

Die Gleichung 


En 


“? В? 
тоа A жыр ke 
repräsentiert offenbar eine Ellipse, wenn N unter den drei Grössen 
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І, М, N die algebraisch kleinste, eine Hyperbel, wenn es die mitt- 
lere, und eine imaginäre Curve, wenn es die grösste unter ihnen ist. 

Von den drei Focalkegelschnitten einer centri- 
schen Fläche zweiten Grades ist daher immer der eine 
eine Ellipse, der andere eine Hyperbel und der dritte 
ist imaginär. In dem Falle des Ellipsoids sind die Gleich- 
ungen der Focalellipse und der Focalhyperbel durch 

et ee Ba e 

E Ж де асе re 
respective dargestellt; und man erhält aus ihnen die correspon- 
dierenden Gleichungen für das Hyperboloid mit einer Man- 
telfläche durch die Veränderung des Vorzeichens von сє?, und 
diejenigen für das Hyperboloid mit zwei Mantelflächen 
durch die gleichzeitige Veränderung der Zeichen von b? und ei. 

Wir haben gesehen, dass den Focalpunkten imaginäre oder 
reelle Berührungsebenen entsprechen, je nachdem A und 
P dE 

L—N M— N 


болы. NE 


gleiche oder entgegengesetzte Vorzeichen haben. 

Denken wir N als die kleinste der drei Grössen Z, M, N, 
so sind die Zähler dieser Werthe gleichzeitig positiv, während ihre 
Nenner in den Fällen des Ellipsoids und des Hyperboloids mit 
einer Mantellläche ebenfalls positiv sind, und in dem Falle des 
Hyperboloids mit zwei Mänteln einer derselben negativ ist. So- 
nach sind in den Fällen des Ellipsoids und des Hyper- 
boloids mit einer Mantelfläche die Punkte der Focal- 
ellipse Focalpunkte von der Klasse derer, welchen 
imaginäre Berührungsebenen entsprechen; sie gehö- 
ren aber zur Klasse der Focalpunkte mit reellen Be- 
rührungsebenen in dem Falle des Hyperboloids mit 
zwei Mantelflächen. 

Ist sodann N die mittlere unter den drei Grössen Z, M, N, 
so haben die Zähler der betrachteten Werthe von 4 und B ent- 
gegengesetzte Zeichen, während die Nenner in dem Falle des 
Ellipsoids gleiche, in den beiden Fällen der Hyperboloide aber 
entgegengesetzte Zeichen besitzen. Demnach gehören in dem 
Falle desEllipsoids diePunkte der Focalhyperbel zur 
Klasse derjenigen Focalpunkte, deren Berührungs- 

13* 
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ebenen reell sind und sie gehören zur entgegenge- 
setzten Klasse in den Fällen der Hyperboloide. Wir 
bemerken zusammenfassend, dass für das Hyperboloid mit einer 
Mantelfläche alle Focalpunkte von der Klasse derer sind, welchen 
imaginäre Berührungsebenen entsprechen; dass dagegen die Focal- 
kegelschnitte der beiden andern Flächen Focalpunkte von beiden 
Klassen enthalten, indem für das Ellipsoid die Focalellipse und 
für das Hyperboloid mit zwei Mantellächen die Focalhyperbel die- 
jenigen Focalpunkte enthalten, denen nur imaginäre Berührungs- 
ebenen entsprechen. Diess ist gleichbedeutend mit dem, was wir 
schon im Artikel 136 erkannten, dass Focalpunkte mit reellen 
Berührungsebenen nur in den Normalebenen zu derjenigen Achse 
der Fläche liegen können, welche den reellen Ebenen der Kreis- 
schnitte angehört. 

139. Die Focalkegelschnitte mit reellen Berühr- 
ungsebenen durchschneiden die Fläche, während die 
Focalkegelschnitte mit imaginären Berührungsebenen 
dess nicht thun. 

Denn wenn die Gleichung der Fläche in die Form 

5 = 1? + М? 
gebracht werden kann, welche der imaginären Berührung ent- 
spricht, so entspricht dem Verschwinden des Werthes von S für 
die Coordinaten irgend eines Punktes der Fläche das gleichzeitige 
Verschwinden der Werthe von Z und M, d. h. der Brennpunkt 
liegt in der Directrix. Diess findet aber nur in dem speciellen 
Falle statt, wo die Fläche eine Kegellläche ist. Denn für den 
Brennpunkt als Anfangspunkt der Coordinaten enthält die Gleichung 

ai {+ у? + 2=2+M3 

їп welcher 

seat, 4=0 
Ebenen repräsentieren, die den Anfangspunkt enthalten, nur Glie- 
der, die in den Veränderlichen vom zweiten Grade sind, und be- 
zeichnet daher eine Kegelläche. (Artikel 62, 63.) 

Derjenige Focalkegelschnitt, welchem die reellen Berührungs- 
ebenen entsprechen, geht dagegen durch die Kreispunkte oder 
Umbilics der Fläche. Denn wenn die Gleichung der Fläche 
in die Form 

S = IM 
gebracht werden kann, so entspricht dem Verschwinden des Polynoms 
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S für die Coordinaten irgend eines Punktes der Fläche das gleich- 
zeitige Verschwinden eines der beiden linearen Polynome Z oder M. 
Weil aber die Fläche durch den Durchschnitt von 
5 = 0 ша L= 0 
hindurchgeht, so schneidet die Ebene 
L= 0, 
wenn jener Punkt $ їп Z liegt, die Fläche in einem unendlich 
kleinen Kreise, d. h. sie ist die einem Kreispunkte entsprechende 
Tangentenebene. Nach dieser Eigenschaft sind die Focalkegel- 
schnitte dieser Art von Mac-Cullagh als „umbilicar focal сопісѕ“ 
bezeichnet worden; wir bezeichnen sie umschreibend als die Focal- 
kegelschnitte, welche die Kreispunkte der Fläche enthalten. 
140. Wenn die gegebene Fläche zweiten Grades еіп 
Kegel, ihre Gleichung also von der Form 
а? y? 22 
ҮММҮ ЛҮ E 
ist, so geschieht die Reduction derselben auf die Form 
S == ге М? 


genau wie vorher und es ergiebt sich, dass die Coordinaten des 
Focalpunktes die Relation 
ы? в? 
ше = т 
1— № M—N 
erfüllen müssen, welche zwei gerade Linien oder eine un- 
endlich kleine Ellipse repräsentiert, je nachdem (Z — N) und 
(M— N) entgegengesetzte oder gleiche Vorzeichen haben. Oder 
mit andern Worten: Die Focalhyperbel degeneriert in zwei gerade 
Linien, die Focalellipse in den Scheitel des Kegels. Für den durch 


а? у? 2? 
Ch Ж быы 
dargestellten Kegel ist die Gleichung der Focallinien 
= g 


«Же Rech 

Die Focallinien eines Kegels, welcher zu einem 
Hyperboloid asymptotisch ist, sind die Asymptoten der 
Focalhyperbel des Hyperboloids. 

Die Focalpunkte in diesen Focallinien sind von 
der Klasse derjenigen, welchen imaginäre Berûhrungs- 
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ebenen entsprechen. Nur der Scheitel, welcher überdiess in 
doppelter Weise Focalpunkt dieser Art ist, ist auch ein Focal- 
punkt der andern Art, denn die Gleichung des Kegels kann in 
jeder der drei Formen 


2 d 2 2 
афи ъа ag thin 
2 + у + ЕЕ 22 + Кыр Y 

а с 

ра 2 2 

STEE EE 


geschrieben werden. Die Directrix, welche dem Scheitel 
alsFocalpunkt zweiter Art entspricht, geht durch ihn 
selbst. 

Die gerade Linie, welche einen Punkt der Focallinie mit dem 
Fusspunkt der entsprechenden Рігесігіх verbindet, ist zur Focal- 
linie normal. Diess ergiebt sich als ein specieller Fall des vor- 
her von den Focalcurven allgemein bewiesenen Gesetzes, lässt 
sich aber auch sehr einfach direct beweisen. Die Coordinaten 
des Fusspunkts der Directrix sind 

euch vo М: 
L—N M—N 
die Gleichung der Verbindungslinie desselben mit dem Focalpunkte 
(œ, 8’) ist somit 
o a А 1 1 
eye) 
und die Bedingung, unter welcher diese zur Focallinie 


Ba = «В 


normal ist, 


L— N 

diese Bedingung ist aber nach dem Vorhergehenden erfüllt. 

Ebenso ergiebt sich als ein specieller Fall des Artikel 136, 
dass der in der Kegelfläche durch eine Normalebene 
zu einer seiner Focallinien bestimmte Schnitt den 
Fusspunkt in dieser Letzteren zum Brennpunkt hat. 

141. Die Focallinien eines Kegels sind normal zu 
den Kreisschnitten des Reciprocalkegels. (Vergl. Bei- 
spiel 18 Artikel 117.) 
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Die Kreisschnitte des Kegels 
Гах? + Му? + №? = 0 
sind nach Artikel 99 durch 
(L— N) а? + (М— №) у? = 0 
und die entsprechenden Focallinien des Reciprocalkegels 
т? у Si 
ER ач. 
sind, wie wir eben gesehen haben, durch 
a? y 
Ee = сс. 
dargestellt; die dureh sie bestimmten Linien sind nothwendig nor- 
mal zu den durch erstere Gleichung bestimmten Ebenen. 

Das eben bewiesene Theorem ist ein specieller Fall des fol- 
genden allgemeineren: Die Durchschnitte zweier recipro- 
ken Kegel mit einer Ebene sind reciproke Polaren in 
Bezug auf den Fusspunkt der Normalen, welche von 
ihrem gemeinschaftlichen Gentrum auf diese Ebene 
gefällt wird. 

Denn wenn die Ebene eine Kante des einen Kegels im Punkt 
P und die zu ihr normale Tangentenebene des andern Kegels in 
der geraden Linie OR schneidet, und durch M der Fusspunkt der 
vom Scheitel 0 auf die Schnittebene gefällten Normalen bezeich- 
net ist, so ist offenbar PM normal zu OR und, wenn wir ihren 
Durchschnitt S nennen, POS ein rechtwinkliges Dreieck, somit 

PM.MS = ON? 

Die den Ort von Р bildende Curve ist daher dieselbe, wie 
diejenige, welche man erhält, indem man von M auf die Tan- 
genten OR Normalen fällt und in jeder derselben eine ihrer Länge 
umgekehrt proportionale Strecke abträgt. 

Wenn ѕресіе der Schnitt des einen Kegels ein 
Kreis ist, so ist der des andern ein Kegelschnitt, wel- 
cher M zum Brennpunkt hat. 

Weitere Details über die Eigenschaften der Kegelflächen ver- 
sparen wir auf die Untersuchung der sphärischen Kegelschnitte. 

142. Die Untersuchung der Focalpunkte bei an- 
deren Arten der Flächen zweiten Grades geschieht in der 
nämlichen Weise. So für die in der Gleichung 


2 
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а? у 
CR A 
enthaltenen Paraboloide, ausgehend von der Darstellbarkeit der- 
selben in jeder der beiden Formen 
L—M L “ А 
аа ++ e= = 7 (а ај (арм) 


mit 


ei 


(ex vm 


E EE EE 


mit 


27 — M, 


В? 
ачу л = 2y — І. 
Es erhellt daraus, dass ein Paraboloid zwei Focal- 
parabeln besitzt, von denen jede mit dem entsprechen- 
den Hauptschnitt confocal ist; sowie, dass der Focal- 
punkt zur einen oder zur andern der vorher discutier- 
ten Arten gehört, je nach dem Zeichen des Bruches 


L— M 

I 
In dem Falle des elliptischen Paraboloids, als in welchem 
Z und M zugleich positiv sind, ist für Z als die grössere der 
Grössen die Focaleurve in der Ebene г von der Art derer, 
welchen imaginäre Berührungsebenen entsprechen, während die 

in der Ebene der yz der entgegengesetzten Art angehört. 

Da für jeden Wechsel der Zeichen уоп Z und M der Werth 


L—M 
L 

positiv bleibt, so gehören alle Focalpunkte des hyperbolischen 
Paraboloids zu denen der ersteren Klasse; wir haben diess vorher 
als eine Eigenschaft des Hyperboloids mit einer Mantellläche er- 
kannt und mussten sie, da das hyperbolische Paraboloid als ein 
specieller Fall dieses Hyperboloids angesehen werden kann, (Ar- 
tikel 111) hier wieder finden. 

Es bleibt wahr, dass die Verbindungslinie eines Focalpunktes 
mit dem Fusspunkte der entsprechenden Direetrix der Pol der 
Tangente des Focalkegelschnitts in Bezug auf den Hauptschnitt 
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der Fläche ist. Der Fusspunkt der Directrix gehört einer 
Parabel an und die Directricen selbst erzeugen einen 
parabolischen Cylinder. 

Zur Vervollständigung der Discussion bleibt übrig, die Focal- 
punkte der verschiedenen Arten von Cylindern zu be- 
zeichnen; man findet ohne irgend eine Schwierigkeit, dass zwei 
Focallinien existieren, so lange die Basis des Cylinders eine El- 
lipse oder Hyperbel ist, Linien, welche durch die Focalpunkte 
der Basis parallel den Erzeugenden des Cylınders gehen; während 
wenn die Basis des Cylinders eine parabolische ist, nur eine durch 
den Focalpunkt dieser Parabel gehende Focallinie existiert. 

143. Die geometrische Interpretation der Gleichung 


5 = ІМ 


ist schon gegeben worden. Sie drückt die folgende Eigenschaft 
der Focalpunkte mit reellen Berührungsebenen aus: 
Das Quadrat der Entfernung irgend eines Punktes einer 
Fläche zweiten Grades von einem solchen Brennpunkte 
ist in einem constanten Verhältniss zu dem Produet 
der normalen Abstände desselben Punktes von zwei 
durch die entsprechende Directrix gehenden und den 
Ebenen der Kreisschnitte parallelen Ebenen. 

Die entsprechende Eigenschaft der Focalpunkte der 
andern Art, welche weniger offen vorliegt, ward von Mac- 
Gullagh entdeckt und ist in folgendem Satze ausgesprochen: 
Die Entfernung eines Punktes einer Fläche zweiten 
Grades von einem Focalpunkte dieser Art ist in einem 
constanten Verhältniss zu seiner Entfernung von der 
entsprechenden Directrix, vorausgesetzt, dass die- 
selbe parallel zu einer der Ebenen der Kreisschnitte 
gemessen wird. 

In der That, setzen wir voraus, dass die Entfernung eines 
Punktes (x, y’, 2) von einer der Achse der z parallelen Direetrix 
durch den Punkt zu bestimmen sei, dessen Coordinaten æ und у 
die Werthe у, ð haben, gemessen überdiess parallel einer Ebene 

z == иа 

Dann schneidet eine Parallelebene durch den Punkt Le, y’, 2), 

d. i. 


z— 7? = m (x — xt’) 
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die Direetrix in einem Punkte, dessen æ und y jene Меге 
d und y haben, während sein z durch die Gleichung 


z— 1 ==т(у—) 

bestimmt wird. Das Quadrat der fraglichen Entfernung ist daher 
(0—0) + (У — 8) dE =? + (1 т?) (а'—у)°. 

In der Gleichung des Artikel 137 

(к — а)? + (у — В)? + 22 = 4 (с — y)? + B (у — д), 
in welcher 4 und B beide positiv und 4 grösser als 2 voraus- 
gesetzt sind, bezeichnet somit die rechte Seite das Zfache des 
Quadrats der Entfernung eines Punktes der Fläche zweiten Gra- 
des von der Directrix, gemessen parallel der Ebene 

A—B 


z = ME für m? =-—— 
В 


Die im Artikel] 137 gegebenen Werthe von 4 und B bewei- 
sen, dass diese Eibene eine Ebene kreisförmigen Schnittes ist, wie 
solches auch geoimelrisch aus folgender Betrachtung sich ergiebt. 
Wir betrachten dlen Schnitt der Fläche zweiten Grades mit einer 
Ebene, die der bezeichneten parallel ist. Da die Entfernungen 
aller Punkte eines solchen Schnittes aus dem nämlichen Punkte 
der Directrix gennessen werden, so ist die Entfernung jedes Punk- 
tes desselben vom diesem festen Punkte in einem constanten Ver- 
hältniss zu seiner Entfernung vom Focalpunkt. Wenn aber die 
Entfernungen eimes veränderlichen Punktes von zwei festen Punk- 
ten ein constantes Verhältniss behalten, so ist der Ort desselben 
eine Kugel, d. m, der fragliche Schnitt ist ein Kreis. 

Wir begegmen einer scheinbaren Ausnahme in dem 
einzigen Falle:, wo die Entfernung vom Focalpunkt der 
Entfernung vr der Directrix gleich ist. Weil der Ort 
eines Punktes, diessen Entfernungen von zwei festen Punkten ein- 
ander gleich sind, eine Ebene ist, so müssen in diesem Falle die 
Schnitte der Fläiche mit den der betrachteten Ebene parallelen 
Ebenen gerade D Arten sein. 

Die Erinnerung an die vorhergehenden Artikel zeigt aber 
(Artikel 142), daass das betrachtete Verhältniss nur in dem Falle 
des hyperbolischten Paraboloids den Werth Eins hat, 


E El 
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d. i. in dem Falle einer Fläche, welche jene Ebene nicht in Kreis- 
schnitten durchschneidet, weil sie solche gar nicht besitzt. 

Mac-Cullagh hat das Verhältniss der Focaldistanz 
zur Entfernung von der Direcetrix den Modulus der 
Fläche und die Focalpunkte mit imaginären Berühr- 
ungsebenen Modular-Focalpunkte genannf.*) 

144. Es ist im Artikel 133 bemerkt worden, dass alle Flächen 
zweiten Grades von der Form 


S— ІМ = 0 
von zwei Kegeln umhüllt sind; wenn insbesondere 
St" 


eine Kugel bezeichnet, so müssen diese Kegel Umidrehungskegel 
sein, wie alle eine Kugel umhüllenden Kegel; wenn sich diese 
Kugel endlich auf einen Punkt reduciert, so fallem beide Kegel 
nothwendig in einen einzigen zusammen, welcher jenen Punkt 
zum Scheitel hat. Somit ist ein eine Fläche zweiten Gra- 
des umhüllender Kegel ein Umdrehungsk egel, wenn 
sein Scheitel ein Focalpunkt der Fläche ist. 

Wegen der Wichtigkeit dieses Satzes geben wiw einen direc- 
ten algebraischen Beweis desselben. Wir bemerkem zuerst, dass 
jede Gleichung von der Form 


а + y? + 22 = (ax + by + са)? 
einen geraden Kegel darstellt. Denn wenn die Achsien, indem sie 
rectangulär bleiben, so transformiert werden, dass die durch 


ах + by + cz = 0 


*) Mac-Cullagh veröffentlichte die modulare Erzeuigungs-Methode 
der Flächen zweiten Grades 1836; Salmon gab 1842 «die ergänzende 
Eigenschaft der nichtmodularen Focalpunkte. Nicht lange nachher be- 
zeichnete Amiot unabhängig dieselbe Eigenschaft, ohne) doch die voll- 
ständige Theorie der Focalpunkte zu erhalten, weil er Mac-Cullagh’s 
Methode der Generation nicht kannte, Mac-Cullagh hat einen de- 
taillierten Abriss der Focaleigenschaften der Flächen zweiten Grades 
in den „Proceedings of the Royal Irish Academy,“ Уо], П, р. 446 ver- 
öffentlicht. Townsend hat eine werthvolle Arbeit in „(Cambridge and 
Dublin Mathematical Journal“ Vol. II, p. 1, 97, 148 mitgetheilt, in 
welcher die Eigenschaften der Focalpunkte, als Grenzeen von Kugeln, 
die mit der Fläche eine doppelte Berührung haben, ѕееһг vollständig 
untersucht sind. 
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dargestellte Ebene eine der Coordinatenebenen wird, so wird die 
Gleichung des Kegels in die Form 

Ke — F? + 172 = 1Х? 
übergeführt, die wegen der Gleichheit der Coefficienten von F? 
und Z? einen Umdrehungskegel bezeichnet. 

Wenn wir aber nach der Regel des Artikel 74 die Gleichung 
des Kegels bilden, der aus dem Anfangspunkt der Coordinaten 
der Fläche 

а + у + 22 — 12 М ss 0 

für 
L = ax + by +4 cz + d, М = ах 4 by + с: 4 а 
umschrieben ist, so erhalten wir 
(@ + 4) (а +y 22 12 М) + (45 + ФМ) = 0 
oder 

(@ + 2°) (а + у? +2) — (dL — ам)? = 0, 
welche nach dem Vorigen die Gleichung eines geraden Kegels ist. 

Eine Reihe weiterer Eigenschaften der Focalpunkte, welche 
aus den vorgetragenen Grundsätzen leicht abgeleitet werden kön- 
nen, empfehlen wir dem Leser als Beispiele zur Uebung. 


Beispiel 1. Die Polare einer Directrix ist die Tangente 
des Focalkegelschnitts im entsprechenden Focalpunkte. 


Beispiel 2. Die Polarebeue eines Punktes einer Directrix 
ist zu der Verbindungslinie dieses Punktes mit dem ent- 
sprechenden Focalpunkte normal. 


Beispiel 3. Wenn eine durch den festen Punkt O gezo- 
gene geradeLinie irgend eine Directrix schneidet und in 
der Fläche zweiten Grades die Punkte 4 und B bestimmt, so 
ist für den entsprechenden Focalpunkt F 


tan $ АЕО . tan 4 BFO = const. 


Man beweist diesen Satz ganz analog dem in der Theorie der Kegel- 
schnitte gegebenen entsprechenden Theorem. (Vergl. „Analyt. Geom. der 
Kegelschnitte“ Artikel 228, Aufgabe 6.) 


Beispiel 4. Die Constanz des bezeichneten Products 
bleibt bestehen, wenn der Punkt 0 sich auf einer Fläche 
zweiten Grades bewegt, die mit der gegebenen die Ebenen 
der Kreisschnitte, den Focalpunkt und die рігесігіх ge- 
meinschaftlich hat. 


Beispiel5. Wenn zwei derartige Flächen zweiten Gra- 
des von einer durch die gemeinschaftlicheDirectrix gehen- 
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den Geraden geschnitten werden, so bestimmen die auf ihr 
in beiden Flächen begrenzten Sehnen am Focalpunkte 
gleiche Winkel. 


Beispiel 6. Wenn eine gerade durch eine Directrix ge- 
hende Linie eine der beiden Flächen zweiten Grades be- 
rührt, so bestimmt die durch die andern begrenzte Sehne 
am Focalpunkteinen Winkel уоп constanter Grösse.*) 


145. Nachdem wir die merkwürdigsten Fälle der in der all- 
gemeinen Form 
S— ІМ = 0*) 
enthaltenen Flächen zweiten Grades näher untersucht haben, gehen 
wir zur Betrachtung der Gleichung 


S— D zs 0 


über, welche eine Fläche zweiten Grades darstellt, 
die mit der Fläche 


Bl 
längs ihres Durchschnitts mit der Ebene 
Zo zs 


eine Berührung hat. 

Man erkennt aus geometrischen Betrachtungen wie im Arti- 
kel 133, dass zwei Flächen zweiten Grades sich nicht 
in drei Punkten berühren können, ohne dass sie sich 
längs einer ganzen ebenen Curve berühren. 

Die in dem Beispiel des Artikel 74 gegebene Gleichung des 
Tangentenkegels einer Fläche ist ein specieller Fall der hier be- 
trachteten Gleichungsform 

Ba, 


*) Wir haben in diesem Abschnitte eine Uebersicht derjenigen Be- 
ziehungen gegeben, welche jeder Focalpunkt einer Fläche zweiten Gra- 
des, einzeln betrachtet, zu ihr hat. Wir werden im nächsten Kapitel 
die Eigenschaften der Focalkegelschnitte, welche die Vereinigung der 
Brennpunkte sind, und diejenigen der confocalen Flächen ebenso dar- 
stellen. Diese Eigenschaften sind zuerst im Detail durch Chasles und 
Mac-Cullagh studiert worden, welche um dieselbe Zeit unabhängig 
von einander zu der hauptsächlichsten unter ihnen kamen. Man findet 
_ „die Resultate von Chasles in den Noten zu seinem „Aperçu historique“ 
(1837). 

**) Der hier nicht hervorgehobene Speeialfall, in welchem S in 
zwei lineare Factoren zerfällt, ist in Artikel 105 #, behandelt worden, 
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Zwei concentrische und ähnliche Flächen zweiten 
Grades können als einander umhüllende betrachtet 
werden, bei welcher die Berührungsebene ganz in 
unendlicher Entfernung ist. 

Jede Ebene schneidet die beiden Flächen 

8==0, 5 = P ss 
nach Curven zweiten Grades, die eine doppelte Berührung haben, 
und wenn der Schnitt der einen auf einen punktförmigen, d. i. 
unendlich kleinen Kreis sich reduciert, so ist dieser Focalpunkt 
der Brennpunkt des Schnittes der andern. 

Wenn also eine Fläche zweiten Grades eine andere 
Fläche dieser Art umhüllt, so schneidet die Tangen- 
tenebene in einem Kreispunkte der einen die andern 
in einem Kegelschnitte, für welchen dieser Kreispunkt 
ein Brennpunkt ist. Und wenn die eine dieser Flächen eine 
Kugel ist, als für welche jede Ebene eine Kreisschnittebene und 
jeder Punkt ein Kreispunkt ist, so schneidet die Tangentenebene 
der Kugel die andere Fläche in einem Kegelschnitt, welcher ihren 
Berührungspunkt zum einen Brennpunkt hat.*) 

Wenn man den Anfangspunkt der Coordinaten in den be- 
trachteten Kreispunkt und die Ebene гу in die entsprechende 
Tangentenebene verlegt, so erhält man als den analytischen Aus- 
druck dieser Sätze das Ergebniss, dass für 

и ba Ste 
die Grösse (5 — ZL’) sich auf 
а? + у? — l? = 0 
reduciert, so dass sie einen Kegelschnitt bezeichnet, welcher den 
Anfangspunkt zum Brennpunkt und die gerade Linie 7, die Durch- 
schnittslinie der Schnittebene mit der Ebene der Berührungscurve, 
zur Directrix hat.**) 


*) Diess ist die allgemeinere Form, welche das Theorem von Dan- 
delin über die Schnitte des Umdrehungskegels annimmt, aus dem man 
die Theorie der Kegelschnitte so leicht elementar entwickelt. 

+*+) Man kann nach den Coordinaten des andern Brennpunktes fra- 
gen und die Ausführung der bezüglichen Rechnung mag hier beigefügt 
sein. Ist für reetanguläre Achsen 


а p y H 2° + 20у: + ma + 2rz = 0 


die Gleichung der ersten Fläche und 
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Zwei Flächen zweiten Grades, welche von dersel- 
ben dritten Fläche zweiten Grades umhüllt werden, 
schneiden einander in ebenen Curven. Denn offenbar 
haben die Flächen 

5 — І? = 0, S-M#=0 
die Ерепеп 

І — М se 0, LN =0 
zu ihren Durchschnittsebenen. 

Beispiel. Wenn 

L=0, M=0, N=0, Р=0 


die Ebenen der vier Winkel eines windschiefen Vierecks (die Seitenflächen 
eines Tetraeders) bezeichnen, während a, b, с, d, е, f Constanten sind, 
so ist 


(aL +bM + cN + ар)? + eLN + fMP= 0 


a? + y? + 02? + 21у: + 2mzx + 2rz — (ах + Ву + yz + d} = 0 
die der andern sie berührenden, so ist für z = 0 
a? +i? — (аж + py + 8) = O 
die Gleichung der Schnitteurve, welche oben durch æ? -+ у? — 1 = 0 
bezeichnet ist. Man kann dieselbe in die Form 
Le — 2) + (у — y} — lax + бу + 9) = 0 
bringen und findet 


y= altete 


Schreibt man die Gleichung der zweiten Fläche in der Form 
Lo — 2) + (y — 0) 4 с 4 2lyz + 2mzx + 2% 
RG + By +yz N = 0, 


с=с у? — ү, т =m +4 «(у — у), 
: Д "=1+B(Y—y, т'=зт-+ (68у — ду) 
ist, so ist . 

(æ — x)? + (у ~= y P H ez + 21у: + т: + 20 
die Gleichung einer Fläche zweiten Grades, welche jene in der Ebene 
ax + Ву +yz + 8 = 0 

berührt und deren Kreispunkt (2, у) der Berührungspunkt der Schnitt- 
ebene ау und der zweite Brennpunkt der Schnitteurve ist. Da zwischen 
den fünf Grössen с, 1, m, 7, у nur vier Bedingungsgleichungen be- 
stehen, so giebt es unendlich viele Flächen zweiten Grades, welche 
ihnen genügen, i | 


wo 
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die allgemeine Gleichung der seine Seiten berührenden Flächen zweiten 
Grades, weil für jede der Voraussetzungen 

L=0, Mescht, 2D=0, AP >.0;jetc. 
dieselbe sich auf ein vollständiges Quadrat reduciert; z. B. für die erste 


auf 
(cN + ар)? = о. 


Die vier Berührungspunkte derselben Fläche mit den Seiten liegen 


in der Ebene 
aL + bM + су 4 ар = 0. 


Das durch die Seiten des windschiefen Vierecks gehende Hyperboloid 


mit einer Mantelfläche 
eLN + {MP = 0 


wird von der ersteren Fläche nach ihrer Durchschnittscurve mit der letz- 
teren Ebene umhüllt, wie die Form der Gleichungen zeigt. 
146. Die Gleichung 
aL? + bM? + сї? + ар? = 0, 

in welcher Z, M, N, P lineare Polynome, also 

T= 0; MN ass, N=0, 2 == H 
Ebenen bezeichnen, ist die Gleichung einer Fläche 
zweiten Grades, fùr welche jede dieser vier Ebenen 
die Polare des Punktes ist, in welcher die drei andern 
sich schneiden. Denn 


al? + bM? + сї? = 0 
ist die Gleichung eines Kegels, der den Punkt 
L= 0, M=0, N=0 


zum Scheitel hat und der Vergleich mit der Gleichung der Fläche 

zweiten Grades zeigt, dass derselbe die Letztere berührt und dass 
Р = 0 

die Berührungsebene darstellt. 

Solche vier Ebenen bilden ein in Bezug auf die 
Fläche sich selbst conjugiertes Tetraeder, analog den 
in der Theorie der Kegelschnitte betrachteten sich selbst conju- 
gierten Dreiecken. (Vergl. „Analyt. Geom. der Kegelschnitte “ 
Artikel 304 f., 369 f., Zusatz VI, р. 602 f) Die drei Paare 
seiner gegenüberliegenden Kanten sind Paare гесі- 
proker Polaren in Bezug auf die Fläche. Aus einer von 
ihnen bestimmt sich die gegenüberliegende entweder als die Durch- 
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schnittslinie der Polarebenen zweier in ihr liegender Punkte oder 
als die Verbindungslinie der Pole zweier durch sie gehender Ebe- 
nen; speciell als die Durchschnittslinie der beiden Tangentenebe- 
nen der Fläche in den Punkten, wo die gegebene Gerade sie 
schneidet, oder als die Verbindungslinie der Berührungspunkte 
der Tangentenebenen der Fläche, welche durch sie hindurch- 
gehen. 

Auf analoge Weise bestimmt sich, wenn eine Ecke des Te- 
traeders gegeben ist, die gegenüberliegende Seitenfläche desselben 
und umgekehrt. 

Denken wir uns dann eine Seitenfläche willkürlich gewählt, 
so ist zur Bestimmung eines sich selbst conjugierten Tetraeders, 
dem sie angehört, in ihr eine gerade Linie als Kante und in die- 
ser ein Punkt als Ecke willkürlich festzusetzen und damit erst 
das Tetraeder bestimmt. Diess entspricht genau der Zahl von 
überzähligen Constanten, welche die allgemeine Gleichung 

al? + bM? + сї? + ар? = 
enthält; denn diese Zahl ist sechs, und es entsprechen drei von 
ihnen der Wahl der Ebene, zwei der der geraden Linie in ihr, 
und eine, die Letzte, der Wahl des Eckpunktes in dieser. 

Man sieht leicht in den Sätzen, wonach je zwei Eckpunkte 
eines Tetraeders mit den Durchschnittspunkten der sie verbinden- 
den Kante in der Fläche eine Reihe harmonischer Punkte, und 
zwei Ѕейеперепеп eines solchen Tetraeders mit den beiden durch 
ihre gemeinschaftliche Kante gehenden Tangentenebenen der Fläche 
ein harmonisches Büschel bilden, fernere Constructionsmittel für 
dieselbe Aufgabe. 

Wir bemerken noch, wie die Theorie der conjugierten 
Durchmesser und Diametralebenen, der Asymptoten- 
kegel ete. mit specialisierenden Bestimmungen dieser 
Theorie der sich selbst conjugierten Tetraeder zu- 
sammenhängen. Wenn eine der vier Flächen des Tetraeders 
mit der unendlich entfernten Ebene zusammenfällt, so reduciert 
sich ihr analytisches Symbol auf eine Constante und die allge- 
meine Gleichungsform der gegenwärtigen Betrachtung auf die einem 
System conjugierter Durchmesser und Diametralebenen entspre- 
chenden Arlikel 67, 77 f. Eine grosse Anzahl der an diese 
sich anschliessenden Sätze lassen sich hier als Specialfälle der 
allgemeinen Theorie erkennen. 


Salmon, Anal. Geom, d. Raumes. 14 
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Im Artikel 126 ist bewiesen worden, dass für zwei gegebene 
Flächen zweiten Grades immer vier Ebenen existieren, welchen 
in Bezug auf beide die nämlichen Pole entsprechen. Wenn man 
diese Ebenen durch 

І= 0, M=0, N=0, P=0 

bezeichnet, so werden die Gleichungen beider Flächen 
in die Form 

al? + IM? + сү + ар = 0, da? 4+ УМ? Lei + ЕР? — 0 
transformiert. Die Möglichkeit dieser Transforma- 
tion kann auch a priori aus der Zählung der Constan- 
ten erkannt werden, denn die Polynome Z, M, N, Р enthal- 
ten implicite je drei Constanten und die gedachten Formen der 
allgemeinen Gleichung enthalten ausserdem drei Constanten ex- 
plieite; das System derselben schliesst somit achtzehn Constanten 
ein und ist daher hinreichend allgemein, um die Gleichungen von 
irgend zwei Flächen zweiten Grades zu ersetzen. Dass sich diese 
Transformation auf alle Flächen eines einfachen Systems erstreckt, 
liegt in der Natur der Sache. 

Wenn, der unendlich entfernten Lage einer der vier 
Seitenflächen des gemeinschaftlichen sich selbst con- 
jugierten Tetraders zweierFlächen zweitenGrades ent- 
sprechend, die linkeSeile einer der vier Gleichungen 

E == d М = Ak N — 0, P = 0 
sich auf eine Constante reduciert, so ist der gegen- 
überliegende Eckpunkt desselben das gemeinschaft- 
liche Centrum beider Flächen; die in demselben zu- 
sammenstossenden Kanten bilden ein System conju- 
gierter Durchmesser und die entsprechenden Seiten- 
flächen ein System conjugierter Diametralebenen, 
welches beiden Flächen gemeinschaftlich ist. Denken 
wir dann die eine der beiden Flächen als Kugel, so 
wird, da alle Systeme conjugierter Durchmesser und Diametral- 
ebenen einer solchen orthogonal sind, diess beiden Flächen 
gemeinschaftliche System zu dem System der Haupt- 
ebenen und der Achsen der betrachteten Fläche. Dar- 
aus entspringt eine allgemeinere Auffassung der Reduction 
der allgemeinen Gleichung auf die Hauptebenen; sie 
ist die Bestimmung der Ecken des sich selbst conjugierten Te- 
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traeders oder des Systems harmonischer Pole, welches der ge- 
gebenen Fläche mit einer concentrischen Kugel gemeinsam ist. 
(Vergl. Artikel 78).*) 

Wir wissen nach Artikel 126, dass die Ecken des gemein- 
schaftlichen sich selbst conjugierten Tetraeders die Scheitel der 
vier Kegel zweiter Ordnung sind, welche sich durch die Durch- 
dringungscurve beider legen lassen. Sie sind durch die Gleich- 
ungen repräsentiert, welche aus 

al? + bM? + cN? + ар? = 0, 

d + УМ? + сї? + ЕР? = 0 
durch Elimination von je einem der vier linearen homogenen Po- 
Iynome Z, M, N, P hervorgehen. 

Nach dem Gesetz der Reciproeität entspricht dem die andere 
Wahrheit, dass die zweien Flächen zweiten Grades gemeinschaft- 
lich umgeschriebene developpable Fläche mit den vier Seitenflächen 
des gemeinschaftlichen sich selbst conjugierten Tetraeders Durch- 
schnittscurven zweiten Grades bestimmt. So wie jene Kegel zu 
den Flächen des einfachen Systems mit derselben Durchschnitts- 
curve als Grenzflächen gehören, *so auch sind diese Kegel- 
schnitte als Grenzllächen des einfachen Systems anzusehen, 
welches der nämlichen developpabeln Fläche eingeschrieben ist. 
Zwei jener Kegelllächen bestimmen die Durchdringungseurve und 
damit das erste einfache System, ebenso zwei jener Kegelschnitte 
die Umhüllungslläche und das zweite einfache System. 

Wenn beide Flächen zweiten Grades concentrisch sind, so 
liegt eine Seitenfläche und die drei ihr angehörenden Ecken des 
gemeinschaftlichen sich selbst conjugierten Tetraeders in unend- 
licher Entfernung. Die Durchdringungseurve wird daher in den 
Richtungen der drei gemeinschaftlichen conjugierten Durchmesser 
durch Cylinder zweiten Grades projiciert, ete. 

Die Betrachtung eines speciellen Systems solcher Art, wel- 
ches einer gemeinschaftlichen Abwickelungsfläche eingeschrieben 
ist, wird der Gegenstand des nächsten Kapitels sein; die Flächen 
derselben sind nicht nur concentrisch, sondern auch coaxial, d. h. 
der unendlich entfernte imaginäre Kreis ist einer der ebenen 
Querschnitte der developpabeln Fläche. Man nennt die Flächen 


*) Vergl. О. Hesse „Vorlesungen über analytische Geometrie des 
Raumes“ Leipzig 1863, p. 150, 221, 251 f. 
14* 
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dieses Systems confocal. Ein System von Flächen zweiten Grades, 
welche die nämliche Durchschnittscurve besitzen und für welche 
der über diesem unendlich entfernten imaginären Kreise stehende 
Kegel einer der durch sie gehenden vier Kegel zweiten Grades 
ist, lässt sich leicht characterisieren. 

Endlich ist auch der im vorigen Artikel berührte Fall von 
zwei Flächen zweiten Grades, welche von derselben dritten Fläche 
zweiten Grades gemeinschaftlich umhüllt werden, hiermit in Zu- 
sammenhang. Wir wollen den Fall auch hier andeuten, in wel- 
chem diese Letztere ein Kegel ist*). Er entspricht der Voraus- 
selzung e р 

CN ЖРТ 


с 
in den allgemeinen Gleichungen der auf das gemeinschaftliche sich 
selbst conjugierte Tetraeder bezogenen Flächen. Von den vier 
durch ihre Schnitteurve gehenden Kegeln erscheinen zwei unter 
der Gleichungsform 

(да — а) 12 + (àb — 0) M? = 0, 

d. h. die Schnittcurve zerfällt in zwei ebene Curven zweiten Gra- 
des und durch dieselben gehen zwei Kegelllächen zweiten Grades. 
Die Verbindungslinie ihrer Spitzen 

N= 0, Р=0 
ist die Polarlinie der Geraden 

І = 0, М = 0, 
in welcher ihre Ebenen sich schneiden. Zwei unter den vier 
Kegelschnitten der gemeinschaftlich umschriebenen developpabeln 
Fläche reducieren sich auf das Paar jener Punkte, die wir oben 
als Spitzen der bezeichneten Kegelllächen erkannt haben; die bei- 


den andern sind diejenigen, in welchen sich diese beiden Kegel 
durchschneiden. Die Linie 


М = 0, Р = 0, 


ist die Schnittlinie ihrer Ebenen. (Vergl. Artikel 133.) 
Man bezeichnet zwei in solcher Beziehung stehende Flächen als 
von collinearer Lage. Wir fassen ihre Charactere zusammen: 


*) Der Fall zweier Ebenen ist im Artikel 133 erörtert; wir verwei- 
sen darauf zur Vergleichung. 
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Sie schneiden sich in ebenen Curven und sind zweien Kegelllächen 
gemeinschaftlich eingeschrieben; durch die beiden ebenen Schnitt- 
curven gehen zwei neue Kegelflächen,, die beiden umgeschriebenen 
Kegel schneiden sich in zwei neuen Kegelschnitten. Die Ebenen 
der vier Schnitteurven schneiden sich in einer geraden Linie 4 
und die Scheitel der vier Kegeltlächen liegen in einer Geraden 2; 
diese Geraden sind Polarlinien in Bezug auf jede der beiden Flä- 
chen. Durch jene gehen auch die Ebenen der Berührungscurven 
der beiden Flächen mit den zwei umgeschriebenen Kegeln, und in 
dieser liegen auch die Scheitel der vier Kegel, die ihnen nach 
ihren Durchschnittscurven umgeschrieben sind. 

Confocale Rotationsflächen sind in collinearer Lage; der ge- 
meinschaftliche Focalpunkt ist das Centrum. 

Jede zwei Flächen zweiten Grades können in collineare Lage 
gebracht werden, indem man zwei identische Kegelschnitte auf 
ihnen zur Deckung bringt. Aehnliche Flächen in ähnlicher Lage 
sind zugleich in collinearer Lage; die Ebene ihrer einen Durch- 
dringungseurve ist unendlich entfernt. 

Auf der Natur der collinearen Lage beruht die Darstellung räum- 
licher nach der üblichen Bezeichnung relief-perspeectivischer 
Systeme, analog den collinear-verwandten der Gentralprojeetion. 

Die Rückkehr zu einer und derselben umgeschriebenen Fläche 
zweiten Grades von dem speciellen Falle der Kegellläche ist überall 
gestattet. 

Beispiel. Für zwei Ellipsoide A und В soll man den Ort der Durch- 
schnittspunkte derjenigen Tangentenebenen des einen finden, welche je 
dreien conjugierten Diametralebenen des andern parallel sind. 

Man denkt beide Ellipsoide concentrisch und bezieht sie auf das 
ihnen gemeinschaftliche System conjugierter Durchmesser. 

Man findet ein mit В concentrisches, ähnliches und ähnlich gelege- 
nes Ellipsoid. 

147. Man soll die Bedingung ausdrücken, unter 
welcher eine Fläche zweiten Grades durch die Eck- 
punkte eines Tetraeders hindurchgeht, welches in 
Bezug auf eine gegebene Fläche zweiten Grades sich 
selbst conjugiert ist. 

Bezeichnen wir durch 

=з, Val zeit 20 


die Flächen eines solchen Tetraeders, so ist die Gleichung der 
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einen Fläche zweiten Grades in Function derselben von der Form 
ах? + by? + сг? + ди? = 0, (U = 0), 

während in der Gleichung der andern 

У — 0 
die Coefficienten der Glieder 2°, y?, 22, w? verschwinden. Bilden 
wir nun die Discriminante von 

О + АУ, 
für welche wir schreiben wollen 

A+IO+RO + 239, + 4, = 0, 
so erhalten wir für Ө den Werth 
аа + beda + саа + dabe, 
welcher für 
а =v = с = d = 0 

identisch verschwindet. Da aber die Coefficienten 4, Ө, etc. der 
Discriminante Invarianten sind, so ist für jede Lage der Co- 
ordinatenebenen 

Өең); 
wenn die Fläche zweiten Grades V durch die Eck- 
punkte eines in Bezug auf die Fläche zweiten Grades 
U sich selbst conjugierten Tetraeders hindurchgeht. 

Wenn die Form U auf die einfachere 
а? + by? + cz? + dw? 
reduciert ist, so hat, wie wir wissen, der Coefficient Ө, den Werth 
dd, 


дё Р „©з + e- +4 er ; 
nun ist aber 
dd 
ES SCH 
die Bedingung, unter welcher die Ebene 
= == 0 
die Fläche 7 berührt, und es ist daher die Relation 
Ө, == 


die Bedingung, unter welcher die Seitenflächen eines 
in Bezug auf die Fläche U sich selbst conjugierten 
Tetraeders die Fläche V berühren, sowie sie auch die 
Bedingung ist, unter welcher die Eckpunkte eines in 
Bezug auf die Fläche У sich selbst conjugierten Te- 
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traeders auf der Fläche U gelegen sind. Wir schliessen 
daraus, dass wenn die eine dieser beiden Beziehungen 
stattfindet, die andere ebenfalls stattfinden muss. 

Endlich findet man unter Hinblick auf Artikel 76, dass die 
Relation 

Ф — 0 
dann erfüllt.ist, wenn die Kanten eines іп Bezug auf 
die eine Fläche sich selbst conjugierten Tetraeders 
die andere Fläche sämmtlich berühren. 

Beispiell. Wenn einem in Bezug auf eine Fläche zwei- 
ten Grades sich selbst conjugierten Tetraeder eine Kugel 
umgeschrieben ist, so ist die Länge der vom Centrum der 
Fläche an sie zu ziehenden Tangente constant. 

Für 

У = 0 
als die Gleichung emer Kugel vom Centrum (с, В, у) und vom Halbmes- 
ser r und a 


«2 y? “ 
erhalten wir 
1 
des зет 4 = —”, 
1 э 
Bess ае ЕНЕ (инине т), 
с2а В? — ғ у т? 
ng а? 7 b? ur ү: 


1 1 
ФЕ из (+y — r?) ++ ES (2 + æ — 3) 


1 1 1 1 
af: (0 a rn) — (2+ и + 2). 


Die Relation 
Ө 0 
enthält das ausgesprochene Theorem, weil sie die Identität 


- “+++ афи о 
bedingt. 
Beispiel 2. Wenn für ein Hyperboloiddie Relation 
1 1 1 
er а 
besteht, so liegt das Centrum der einem in Bezug auf das- 


selbe sich selbst conjugierten Tetraeder eingeschriebenen 
Kugelinder Fläche. 
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Beispiel 3. Der Ort des Centrums der umgeschrieberen 
Kugel eines Tetraeders, welches in Bezug auf ein Parabo- 
loid sich selbst conjugiert ist, ist eine feste Ebene. Für 
das hyperbolische Umdrehungsparaboloid liegt der Mittel- 
punkt der eingeschriebenen Kugel in der Fläche selbst. 

Die Voraussetzung 

ab=c=R 


NEE 
1 В? 
d. h. für die eingeschriebene Kugel des Tetraeders 
a? + g? + у? — 31° = R. 
Die Umkehrung des Zeichens von с? und die Relation 
a? + b? — с? 


macht 


giebt 


nach welchen die umgeschriebene Kugel des Tetraeders durch den Mittel- 
punkt der Fläche geht *). 


148. Für Sätze über conjugierte Tetraeder mag 
eine andere mehr an die Elemente anknüpfende Be- 
handlungsweise angegeben werden, welche die vorige 
ergänzt, Wenn wir die Eckpunkte eines in Bezug auf die Fläche 

e vi sf х 

а AN b? + с? 
sich selbst conjugierten Tetraeders durch P,, P,, P}, Р, und ihre 
Coordinaten durch жү, у, тү; etc., au, Hu, тү bezeichnen, so ist 


einerseits die durch die drei letzten unter ihnen gehende Ebene 
durch 


== 1 


Kee E 


|у, 02, a, У 


== 0, 
2,9, 2,2% 
ре үл 
anderseits als Polarebene des ersten jener Punkte durch Е 
ас уу 22 
1 1 — 1 
а? + b? н e 


dargestellt; man gelangt dadurch zu Relationen, welche die Cha- 
racteristik eines sich selbst conjugierten Tertraeders ausmachen 


*) Vergl. „Zeitschrift für Math. u. Physik“, Bd. VI, р. 140. 
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und seine Eigenschaften enthalten, in folgender Bezeichnung. Wir 
bezeichnen die Determinante 
Es. bar Ayr t 
Yi» Ya» Уз Y4 
4 ›› у. ET 
Kin #@%›: fe 
die das sechsfache Volumen У des Tetraeders Р, Р, Р; Р, aus- 
drückt, durch D und setzen 


ар ,. 
di ege E Eu 3, 4), 


die Volumina der P,, P,, Уз, V, Tetraeder СР, Р, P. С P, P} Py 
C Р, P, Р,, С P, Р, Р, respective; die characterisierenden Re- 
lationen sind dann 


Db 

ër Sg — аё —, р; ;==—@#.—, 

mE " de Р " dn 
Ра 

‚ 2; E — d e і = H 

De 2; = — с 2 (i 15:2, 33,4) 


Die Entwickelungsgesetze der Determinanten geben die Rela- 
tionen 


= D, + D, + D + D; 
Dix? + D,a? + Da? + руа + ар = 0, 


Diy? + Эу? +... + 02р = 0, 
D, z? 4 Р, 2,2 +... + ср = 0; 
Dram + Рау + Юухууу + Бау, == 0, 
Руа +... == (0, 
Ру +... =='@0; 
аё y? ech de из 
а? + D + с? SCH 1 Эа т> рг (i == (NM у ЈА 95 4) 


Titi iY; itj E Pr ^ 
и + а + “й=1(у=1,2,3,14,‹2>/ 


Wenn wir 
7? == 22 Lei +2 (= 1, 233,4 
setzen, so giebt die Addition der Gleichungen der zweiten Gruppe 


ZDir? + р (а +? 4 с?) = 0; 
dh, 


(а + с) = Р,.СР AE. Р, EP, СР, + Р, . ОР. 


Wenn man die Determinante D in den Formen 
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Ра ву 94 эы з. жу" 9 
е ЧЫГ” АШ WERT а 
Уу “Уз. Уз. Eu Yı 

D == абе |b’? b? b? b db gell Br 
р 2 ЖА | 221 
e ga | ar 4 
Us d BS 1 [тай 


schreibt, so liefert ihre Multiplication mittelst der beiden letzten 
Relationen der vorigen Gruppe die Gleichung 

2 2р2 A Di 
ж. D EE, 
Я х D, D,D; D; 


oder 
Lë 2 éi К, — DÉI 


Wenn man ferner М Gleichung der dem Tetraeder umge- 
schriebenen Kugel in der Form 
а + y +22 + äpne + 24у +2rr +d=0 
vorausselzt, so giebt die Substitution der Coordinaten seiner vier 
Ecken vier Gleichungen, und die Elimination von р, q,r, d zwi- 
schen denselben die Gleichung der Kugel in der Form *) 
Gut 2x, äu, 2, 1 
ту? ‚22, 20, 22, 1 
S 20, 29. 2 Tl о; 
| га? » 223, 203, 213, 1 
| d ‚204, 204, 224, 1 
sind dann &, n, ¢ die Coordinaten ihres Centrums und ist / die 
Länge der vom Centrum des Ellipsoids an sie gezogenen Tangente, 
so gelten die vier Gleichungen 


dD dD 1р ар 
ЕА +126 p CR 2 
EN dx, Mk dc, In dx те dx,’ 
dD 
901 = r? — 
1 1 Т7 
ар 
Pe Ж 
SEE dz, + 


=D =r? Dtr? Dit r D; + re D, = E Dire, 


*) Man kann natürlich die Gleichung einer durch neun Punkte gehen- 
den Fläche zweiten Grades in analoger Weise ausdrücken. 
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also nach dem Vorigen 
= D (è + + e) 
oder 
2 = а LR 4 с?, 
der oben bewiesene Satz über die Länge der vom Centrum an die 
umgeschriebene Kugel gehenden Tangente. 

Ebenso geben die drei ersten dieser Relationen mit &;, yi, Zi 

respective multipliciert und zur vierten addiert die folgende 
2 (æi ту + Ez) =r? + e+’ H с, (=1,2,3,4); 

d. h. für alle die einen festen Punkt P, als Ecke enthaltenden, in 
Bezug auf eine Fläche zweiten Grades sich selbst conjugierten 
Tetraeder liegen die Centra der umgeschriebenen Kugeln in einer 
Ebene, welche zu dem Radius vector derselben normal und vom 
Centrum der Fläche um 

СР, D а? -Ь E D 

TI CP, 
entfernt ist. 

Analoge Sätze gelten auch für die Flächen ohne endliche 
Centra *). 

Beispiel. Wenn E das Volumen eines beliebigen Tetraeders und V’ 
das Volumen desjenigen Tetraeders ist, welches von den Polarebenen 
seiner Ecken in Bezug auf eine Fläche zweiten Grades vom Centrum С 
gebildet wird, während У, V}, V}, V, wie vorher die Volumina der 


Tetraeder bezeichnen , welche vom Centrum C mit den Ecken des Tetrae- 
ders У bestimmt werden, so gilt die Relation 


DG = pr DËSE 
6 Ki A 

149. Die Ecken zweier in Bezug auf eine Fläche 
zweiten Grades sich selbst conjugierter Tetraeder 
bilden ein System von acht Punkten, welches die 
Eigenschaft hat, dass eine durch sieben von ihnen 
gehende Fläche zweiten Grades auch den achten stets 
enthält ***). 


*) Vgl. Painvin „Nouvelles Annales de Mathématiques“ t. XIX, 
р. 290#. 
**) Vgl. Luchterhandt, „Archiv der Mathem. u. Physik“ Bd. X, 
p- 198; wo noch eine Reihe analoger Relationen gegeben sind. 
*#*) Hesse, „Crelle’s Journal“ Bd. ХХ, р. 297. 
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Denn wenn 
==0, y=0, z=0, v= 0; XI =0, F= 0, Z= 0, F= 0 
die Flächen der beiden Tetraeder bezeichnen, so kann die Fläche 
zweiten Grades in jeder der beiden Formen dargestellt werden, 

а +422 4 ш? = = e? + У DEE DR Р? 
іп welchen æ, у, etc., als constante Multiplicatoren implicite ent- 
haltend gelten. 

Wenn alsdann eine durch die allgemeine Gleichung in x, у, z, w 
gegebene Fläche zweiten Grades_so transformiert wird, dass ihre 
Gleichung in eine Function von X, У, Z, W, übergeht, so folgt 
aus dem Invarianten-Character der Function Ө die Relation 

a+b+c+4 = 4A+B+C+D 
d. h. wenn sieben von diesen Grössen verschwinden, so muss auch 
die achte von ihnen verschwinden. (Vergl. „Analyt. Geom. d. Ke- 
gelschnitte“ Art. 372.) 

In derselben Art berührt jede Fläche zweiten Grades die achte 
der Flächen zweier sich selbst conjugierter Tetraeder, wenn sie 
die sieben ersten von ihnen berührt. 

Irgend zwei Systeme der Ecken von Tetraedern, die in Be- 
zug auf eine Fläche zweiten Grades sich selbst conjugiert sind, 
bilden eine Gruppe von acht Punkten, in denen sich drei Flächen 
zweiten Grades schneiden, die nicht dieselbe Schnitteurve enthal- 
ten und umgekehrt die acht Schnittpunkte zweier solcher Flächen 
geben, in zwei gleiche Gruppen vertheilt, die Ecken zweier Te- 
traeder, die in Bezug auf eine bestimmte Fläche zweiten Grades 
sich selbst conjugiert sind. 

Geht eine Fläche zweiten Grades durch die Ecken eines Te- 
traeders, was in Bezug auf eine andere Fläche dieser Art sich 
selbst conjugiert ist, so enthält sie die Ecken von unendlich 
vielen Tetraedern derselben Art. 

Durch die Spitzen der zwölf Kegel zweiten Grades, welche 
sich durch die Schnitteurven von drei Flächen zweiten Grades 
legen lassen, geht eine unzweideutig bestimmte Fläche zweiten 
Grades*). Die nach dem Gesetze der Кесіргосійаі entsprechenden 
Sätze sind natürlich ebenso wahr. 


*) Vgl. Hesse „Vorlesungen“ р. 160f. wo diese Theorie, die Theorie 
der harmonischen Pole nach der Bezeichnung dieses Autors, mit beson- 
derer Liebe behandelt ist. 
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Ein ѕресіеПег Fall neben diesen verschiedenen Seiten des all- 
gemeinen Falles mag hervorgehoben werden. Sind 

Dest, E ost Rea, Fe Zeg = 0 
die Gleichungen der Gegenflächen eines Hexaeders mit vierseitigen 
Flächen (Vergl. Artikel 117, Beispiel 10), und 7, m, п drei Con- 
stanten, so ist die allgemeine Gleichung der durch seine Ecken 
gehenden Flächen zweiten Grades 

mnLL’ + nIMM + ImNN = 0, 

an welcher trotz der Bestimmtheit von acht Punkten das Vorhan- 
densein von drei unbestiimnmten Constanten auffällt; es erklärt sich 
geometrisch sowohl als analytisch so, dass man einen speciellen 
Fall des Vorigen darin erkennt. Einen analogen Fall hinsichtlich 
der Bestimmung durch Tangentenebenen bietet das Octaeder mit 
sechs Ecken dar. Wir erwähnen sie, weil die Analogie mit den 
Kegelschnitten nahe liegt, welche demselben Viereck eingeschrie- 
ben oder umgeschrieben sind. (Vergl. „Analyt. Geom. d. Kegelschn.“ 
Artikel 276, 283, 291 etc., 311.) Die einem solchen Octaeder 
eingeschriebenen Flächen zweiten Grades z. B. haben ihre Centra 
in der Ebene, welche durch die Mittelpunkte der seine Gegen- 
ecken verbindenden Geraden besimmt ist. (Vgl. Artikel 112.) 

Die geraden Verbindungslinien der Ecken eines 
Tetraeders mit den entsprechenden Ecken des ihm in 
Bezug auf eine Fläche zweiten Grades polaren Tetrae- 
ders gehören zu dem nämlichen System der Erzeugen- 
den eines Hyperboloids mit einer Mantelfläche. Die 
Durchschnittslinien der entsprechenden Flächen bei- 
der Tetraeder besitzen die nämliche Eigenschaft. 

Das Resultat der Substitution der Coordinaten irgend eines 
Punktes 1 in die Gleichung der Polare eines andern Punktes 2 
ist identisch mit dem Resultat der Substitution der Coordinaten 
von 2 in die Gleichung der Polare von 1; sei dasselbe durch [1,2] 
bezeichnet, während die Polare von 1 durch 

Р, == 
dargestellt wird. Dann ist die gerade Linie, welche den Punkt 1 
mit dem Durchschnittspunkt der Polaren Р,, Р,, Р, verbindet, durch 
Le Ee 
Däi пз 114 
ausgedrückt, denn diese Gleichungen bezeichnen eine gerade Linie, 
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welche durch den Schnittpunkt von Р,, P}, Р, hindurchgeht und 
sie werden durch die Coordinaten von 1 befriedigt. Wir machen 
die Bezeichnung noch geschlossener, wenn wir die vier Polarebe- 
nen durch æ, y, z, w und die Grössen [1,2], [1,3], [1,4] durch 
n, m, p, d. h. durch dieselben Buchstaben bezeichnen, durch 
welche wir die Coefficienten von гу, 22, zw in der allgemeinen 
Gleichung der Flächen zweiten Grades ausgedrückt haben. Wenn 
wir diese Grundlagen der Bezeichnung auf die übrigen geraden 
Linien ausdehnen, so sind die Gleichungen der vier von dem Satze 
bezeichneten Geraden 


ась bé 
ww dee Tt 
2 w x 
А-У же 
wt сл у 
олы ан ES 
a. 1 z 
Dim ar ү 


Die Bedingung nun, unter welcher eine beliebige Gerade 
ах + by + cz + dw = 0, dæ + by + čz 4 Оо == 0 
die erste dieser Linien schneidet, wird erhalten, indem man æ 
zwischen den letzten beiden Gleichungen eliminiert und für у: 2: w 

die proportionalen Меге n:m:p einführt, und ist 
п (а — а) + m (ас — ас) + р (а — аа) = 0. 

In derselben Art findet man die Bedingungen für das Durch- 
schneiden dieser Geraden mit den drei andern geraden Linien, 
wie folgt 

п (ba — Ба) + 1 (be — b'c) + g (bd — Уа)==0, 
m (са — са) + l(b — dl + т (cd — са) = 0, 
р (да — d'a) + 9 (db — db) + т (de — de) = 0; 
da die Summe dieser vier Bedingungsgleichungen identisch ver- 
schwindet, so ist jede derselben eine Folge der drei andern, d. h. 
jede gerade Linie, welche drei der betrachteten Geraden schnei- 
det, begegnet auch der vierten unter ihnen, welches die Behaup- 
tung enthält *). 
*) Das Theorem rührt von Chasles, der hier gegebene Beweis von 


Ferrers her („Quarterly Journal“ Vol. І, р. 241). Man vergleiche „Ana- 
lyt. Geometrie der Kegelschnitte‘“ Artikel 331, Aufg. 2, 3. 
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Die Gleichung des Hyperboloids selbst wird nach den Metho- 
den des Artikel 110 in der Form 
(по — 42) (mw — ға) (nw — ру) = (lw — ry) (mw — pz) (nw — да) 
oder in der andern 

(nr — mg) (пох + руг) + (mg — pl) (nwz + ray) 

+ (pl — nr) (тту + ф:х) = 0 
erhalten. 

150. Der zweite Theil des Satzes entspricht“dem ersten nach 
dem Gesetze der Reeciprocität; wir geben aber als eine Uebung 
einen besondern Beweis desselben. Die Symbole [1,1], 1,2], еіс. 
haben dieselbe Bedeutung wie vorher, nämlich als Ausdrücke der 
Substitutionsresultate der Coordinaten von 1 in die Gleichungen 
der Polaren von 1, 2, еіс. Bilden wir dann die Determinante 

[11], [122], 03), [1:4] | 
[2,1], [2,2], [2,3], [2.4] 
[31], [3,2], [3,3], [8,4] 
[4,1], [4,2], [4,8], [4,4] 
und bezeichnen irgend eine Minordeterminante derselben, 2. В. 
die durch Unterdrückung ihrer zweiten Horizontal- und dritten 
Verticalreihe zu bildende, durch (2,3), so ist die Gleichung der 
die drei Punkte 1, 2, 3 enthaltenden Ebene 
х (1,4) + y (2,4) + z (3,4) + w (4,4) = 0; 
und wenn wir zur Verkürzung für (1,4), etc. wie vorher wieder 
P, etc. einführen, so sind die Gleichungen der vier geraden Li- 
nien des Satzes 
= = 0, Ny + Mz + Pw = 0; 
У = 0, Мх + Les + 0», = 0; 
2 = 0, Мх + Іу 4 Ro == 0; 
v= 0 Ра Oy К Eerst 

Eine beliebige gerade Linie 

ax + by + cz + dw =Q, ах + Vy + čz + du = 0 
schneidet jede derselben, wenn die vier Bedingungen 


N (cd — са) + M (ab — db) + P (be — Бс) = 0, 
N (de — de) + 0 (ca — са) + L (ať — аа) = 0, 
М (00 — Ба) + І (да — da) + В (ab — db) = 0, 
P (Ус — be) + 0 (ac — ас) + R (ba — b'a) = 0 
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erfüllt. Das Theorem ist wie vorher durch das Factum bewiesen, 
dass die Summe dieser vier Bedingungsgleichungen identisch ver- 
schwindet. Die Gleichung des Hyperboloids ist in diesem Falle 


&MNP + y’LNO + ŻLMR + w?POR + «уу (PL + ОМ) 
+ yzL (OM + RN) + zæM (RN + РІ) + awP (MO + RN) 
+ ywQ (LP + NR) + zwR (ОМ + LP) = 0. 

Es ist ein specieller Fall dieser Theoreme, dass die gera- 
den Linien, welche die Ecken eines einer Fläche zwei- 
ten Grades umgeschriebenen Tetraeders mit den Be- 
rührungspunkten der Gegenflächen desselben verbin- 
den, Erzeugende des nämlichen Hyperboloids sind. 

? 151. Man kann Pascal’s Theorem für Kegelschnitte in dieser 
Form aussprechen: Die Seiten eines Dreiecks durchschneiden einen 
Kegelschnitt in sechs Punkten, welche paarweis in drei geraden 
Linien liegen, die mit den Gegenseiten des Dreiecks drei in ge- 
rader Linie liegende Punkte bestimmen. Der analoge Ausdruck 
des Theorems von Brianchon ist leicht zu finden. Auf Grund 
dieses Ausdrucks hat Chasles das folgende als das dem Pascal- 
schen analoge Theorem in der Geometrie des Raumes ausgespro- 
chen: Die Kanten eines Tetraeders durchschneiden 
eime Fläche zweiten Grades in zwölf Punkten, durch 
welche, durch je drei in von derselben Ecke des Te- 
traeders ausgehenden Kanten eine, vier Ebenen be- 
stimmt sind, deren Durchschnittslinien mit der jedes- 
maligen Gegenfläche des Tetraeders Erzeugende des 
nämlichen Systems eines gewissen Hyperboloids sind. 
Man bildet leicht das reciproke Theorem, welches keines beson- 
dern Beweises bedarf, wenn das eben Ausgesprochene bewiesen ist. 
Sind dazu 
== 0, ass, sel wes 


die Flächen des Tetraeders, und ist 
ау +2 + — (i + 1). (ы + SÉ — (" + + ау 


— (> ЕЕ 1) (8+ г) (r + 1) zw = 0 


die Gleichung der Fläche zweiten Grades, so können die vier 
Ebenen in der Form 
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= пу + mz + pw, 
у = пх + 1: 4 om, 
= gx + ly + m, 
w = pt + gy + rz 
dargestellt werden, und ihre Durchschnittslinien mit den vier 
Ebenen 


ba 


а= 0, у= 0, 2 = 0, ә = 0 


sind ein System von geraden Linien, von denen ganz wie im 
letzten Artikel bewiesen wird, dass sie Erzeugende des nämlichen 
Systems eines Hyperboloids mit einer Mantelfläche sind. 

152. Wir untersuchen als ein ferneres Beispiel von der An- 
wendung der Invarianten zur Entwickelung der Bedingungen, wel- 
che die permanenten Beziehungen zweier Flächen zweiten Grades 
zu einander ausdrücken, die Bedingung, unter welcher 
von zwei Flächen zweiten Grades die eine zwei Paare 
von Gegenkanten eines Tetraeders enthält, während 
die andere von den vier Seitenflächen desselben be- 
rührt wird®). 

Man kann unter den Voraussetzungen der Aufgabe die Gleich- 
ung der einen Fläche zweiten Grades in der Form 


Рхт + Lyz = 0 
bringen, und wenn die Ebenen 
а = 0, у = 0, Seat 0 жа) 


eine Fläche zweiten Grades berühren, so ist ihre Gleichung von 
der Form 


аё Hy H kaf H äi ae + уг) + 2m (yw + x2) 
+ 2n (zw + xy) = 0 


für 
1 + 21т = l? + m? + п?; 


diese Bedingung zeigt aber, dass man für 7, m,n, als deren jedes 
kleiner als die Einheit ist», — cos A, — cos B, — cos C setzen 
darf, wo A, B, С die Winkel eines ebenen Dreiecks sind. Man 
findet dann 


*) Es ist die analoge Aufgabe der räumlichen Geometrie zur Be- 
stimmung des einem Kegelschnitt eingeschriebenen und zugleich einem 
andern Kegelschnitt umgeschriebenen Dreiecks in der Ebene.’ Vergl. 
„Analyt. Geom. d. Kegelschnitte‘‘ Artikel 363. 


Salmon, Anal. Geom, d. Raumes. 15 
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ds І?Р?, Ass mna аш? В зіп 2С, 

Ө = — 21Р (L + P) cos 4,- 

Ө, = 4 (L + P) sin? A sin B sin C, 

Ф = — (L + Р)? їп ?А + 41Р sin B sin C cos A, 


erhält aber durch Elimination zwischen denselben die fragliche Be- 
dingung in der Form 
404,0, = 9° + 84,0. 
Wenn die Discriminante von 
DA AP = 0 
їп der Form 
A F 45В-+ 63°С + 4412р + ME 
geschrieben wird, so ist die erhaltene Relation durch 
3CDE = 2D? + BE? 

ausgedrückt. 

153. Man soll die Gleichung der einem Tetraeder 
umgeschriebenen Kugel finden. Seien die vier Flächen des 
Tetraeders durch 


а= D, В:==10; y = 0, д = 0, 


dargestellt und die vier Normalen von den respective gegenüber- 
liegenden Ecken auf dieselben 


= P, P: SE `. 
Die Gleichung des einem Dreieck abe umgeschriebenen Kreises 
kann in der Form 
Hp. (ий (ta o 
рр РР рр 
dargestellt werden, wo с, р, еіс. Normalen auf die Seiten des 
Dreiecks (ab), etc. bezeichnen. (Vergl. „Analyt. Geom. d. Kegel- 
schnitte“ Artikel 134.) Es ist aber evident, dass für irgend einen 
Punkt der Fläche д das Verhältniss с: р das nämliche ist, ob e 
und p Normalen zur Ebene e oder Normalen zur Linie «ð be- 
zeichnen. Diess führt zur Gleichung der fraglichen Kugel in der 
Form 


(be)? Ву RS (ca)? ya (ab)? «В 
pp Рр рр 
Paa EE р EE eg 
pp рр › 


denn diese Gleichung repräsentiert eine Fläche zweiten Grades, 
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deren Durchschnitt mit jeder der vier Flächen des Tetraeders der 
umgeschriebene Kreis des in dieser Fläche liegenden Dreiecks ist. 

Wenn man die Gleichung. der Kugel in der obigen Form 
schreibt, so ist der gemeinschaftliche Coefficient von ai, 2°, 2? 
gleich — 1. Man schliesst daraus, dass die Entfernung zwischen 
den Mittelpunkten der eingeschriebenen und der umgeschriebenen 
Kugel eines Tetraeders durch 


К {е kb (са)? (ab)? (ad)? 


D = В? — ER SC Р 7 ver 
рр рр рр pp 
(ba)? (ed)? 
Ze E 


dargestellt wird. 
Wir fügen hinzu, dass diese Gleichung der umgeschriebenen 
Kugel auch in der Form 
sin e, di . us 
7 sin (6, у) sın laß, ау) sın (96, ду) 
sin (д) . _ = 
+ ya Cas sin (Ву, Ва) sin (dn, да) 
sin (9,6) . . 
= sin (у d 
sin (а,б) sin (ус, УВ) sin (de, ðf) 
У еіс. = 0 


oder 

Х aß = Gr sin (ус, УВ) sin (до, д8) — 0 
gegeben werden kann, entsprechend einer analogen Form der Gleich- 
ung des einem Dreieck umgeschriebenen Kreises. 

154. Aus der vorigen Gleichung können ohne Schwierigkeil 
die Bedingungen abgeleitet werden, unter welchen die 
allgemeine Gleichung eine Kugel darstellt. 

Denn die Gleichung irgend einer andern Kugel kann nur 
durch Glieder vom ersten Grade von der vorhergefundenen ab- 
weichen und diese sind von der Form 

(Е«+В+ву+ но (6 + В EEN 

р р р р 
worin der zweite Factor die unendlich entfernte Ebene repräsen- 
tiert. Wenn wir aber das Product dieser zwei Factoren zur 
Gleichung des letzten Artikel addieren und das Resultat mit der 
allgemeinen Gleichung zweiten Grades vergleichen, so liefert die 
15* 
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Elimination der unbestimmten Constanten die gesuchten Bedingun- 
gen in folgender Form 


Ар? d Bp? ER 2 Npp »й Вр? ЕЯ Ср” Ken 2 Lpp” 
e DT T, Т (be)? 
Ср" 4 А? —2Мрр _ Ар? + рр"? — 2 Ppp” 
Tr (ca)? само: Т9 Gett ата 
__ Вр? + рр" —20рр" _ P? + р"? — 9Врр" 
(ba)? жоЛУ. If Сс 


155. Zu zwei gegebenen Flächen zweiten Grades 
==, Esch 
existieren zwei vor Allen wichtige covariante Flächen 
zweiten Grades, durch welche im Verein mit den In- 
varianten und den Originalformen alle andern Cova- 
rianten ausgedrückt werden können. 
Wir wählen als solche die Fläche 
5 = 0, 
welche der Ort der Pole der Tangentenebenen von У іп Bezug 
auf U, und die Fläche 
5, = 0, 
welche der Ort der Pole der Tangentenebenen von U іп Bezug 
auf V ist. (Vergl. Beispiel 17, Artikel 117.) 
Für die Formen der Gleichungen 
U = аа? 4 by + сг? 4 dei У = аа? + Бу? сє? + Фп? 
findet man leicht 
S == bedda? + cdab'y? + dabez? + abed’w:, 
S= bedaa? + cdaby? + dabez? + abedan?. 

Wir bemerken, dass sie mit den Flächen U und F die vier 

Fundamentalebenen 

gees, у=0, = = 0, w= 0 
zu den Flächen eines gemeinschaftlichen sich selbst conjugierten 
Tetraeders haben. 

Diese Bemerkung giebt Anlass und Gelegenheit zur Lösung 
des Problems, für zwei — durch Gleichungen in all- 
gemeiner Form — gegebene Flächen zweiten Grades 
U und У die Gleichung der vier Ebenen 

Ze MEN, Be 


zu bestimmen, welche in Bezug auf beide dieselben 
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Pole haben. Wir bilden die Govarianten S und S, beider qua- 
dratischer Formen und setzen die Jacobi'sche Determinante der 
vier Formen 
DB 

mit Null gleich; diess d. h. die Gleichung 

40 40 40 40 | 

de’ dy’ de’ dw 
dE ау dV ау 
dz’ dw 
ds 185 dS dS 
de’ dy’? dz? dw 
dS, 48, 48 ds, 
de’ dy’ dz? dw 


stellt die vier fraglichen Ebenen dar. Die Bestimmung der 
Hauptebenen einer Fläche ist nach Artikel 146 ein 
specieller Fall hiervon.*) 
156. Die Bedingung, unter welcher die Ebene 
аг + Ву + yz + dw = 0 
die Fläche zweiten Grades 
Dsg 
berührt (Artikel 75), ist eine Gontravariante dieser Form 
vom dritten Grade in den Coefficienten. 
Wir erhalten die Bedingung, unter welcher dieselbe Ebene 
die Fläche 
Ds єз, 
d. i. eine Fläche eines einfachen Systems, berührt, durch die 
Substitution л 
а + Аа, b + 4, etc. für a, b, еіс. ; 
sie ist von der Form 
в + т + Ge + ez 0). 
Jede der Functionen 6, бү, т, т, enthält die Coeflieienten 
«, В, etc. im zweiten und die Coeflicienten von U und H im 
dritten Grade, 
In Gliedern dieser Functionen können wir die Bedingun- 
gen ausdrücken, unter welchen die Schnitte der Flächen 
U und У mit der Ebene 


*) Vergl. „Vorlesungen“ Artikel 149. 
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bestimmte permanente Relationen zu einander haben 
können; ganz ebenso, wie für zwei ebene Curven 
VE— E VE 
solche Relationen durch die Coefficienten der Discriminante von 
U + АУ ausgedrückt werden können. Man erhält z. B. die Be- 
dingung, unter welcher die Ebene 
«ax + Ву + у: + дю = 0 
die Flächen stets in Curven schneidet, welche sich berühren, in- 
dem man die Discriminante der Form 
o + ir + Ur + Do 
nach der Grösse A bildet. Das Verschwinden dieser Discriminante 
ist mit andern Worten die Bedingung, unter welcher jene 
Ebene durch eine Tangente der Durchscehnittscurve der 
Flächen U und У hindurchgeht. Diese Bedingung ist vom 
achten Grade in den Coefficienten der Ebene e, В, у, д und vom 
sechsten Grade in den Coeffieienten einer jeden der beiden Flächen. 
Man schliesst daraus z. B., dass eine beliebige Gerade im Raume 
von acht Tangenten der Durchschnittseurve zweier Flächen zweiten 
Grades geschnitten wird. 
157. Die Bedingung, unter welcher die Ebene 
er + Ву + у: + ðw = 0 
die Fläche zweiten Grades 
uU 
berührt, kann als die Gleichung der Reciprocalfläche 
von U-in Bezug auf die Direectrix 


++ 2? 4+ и? = 0 
angesehen werden. (Vergl. „Analyt. Geom. d. Kegelschnitte“ 
Artikel 400.) 
In derselben Art ist dann 
e + А + In, + 036, = 0 
die Gleichung der Reciprocallläche von 
HE АУ ==. 
Weil für ein veränderliches A diese letztere Gleichung die 
Flächen eines einfachen Systems repräsentiert, Flächen also, welche 
eine gemeinschaflliche Durchschnittseurve besitzen, so ist für die- 
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selbe Voraussetzung die Gleichung 

e + Ас + Pa + 036, = 0 
der Ausdruck eines Systems von Flächen zweiten Gra- 
des, welche von einer gemeinschaftlichen developpa- 
beln Fläche umhüllt werden. Man findet die Gleichung 
derselben, indem man die in Bezug auf A genommene Diserimi- 
nante von 

с + и + Ur + Ae 

mit Null vergleicht. 

Nach den Ergebnissen des letzten Artikels ist daher die 
Gleichung der abwickelbaren Fläche, welche der 
Durchdringungscurve von zwei Flächen zweiten Gra- 
des nach dem Gesetze der Reeiproeität entspricht, vom 
achten Grade in den neuen Veränderlichen und vom 
sechsten Grade in den Coefficienten jeder der beiden 
Flächen. 

Nach derselben Methode können wir die Gleichung 
der developpabeln Fläche bilden, welche die Flächen 
zweiten Grades U und У umhüllt. Denn wenn 


Das r=0 
die Gleichungen der Reciprocalflächen von 
U= 0, F= 0 
sind, so ist die Reeciprocallläche von 
D -i ay = 0 
eine mit U und У in dieselbe developpable Fläche eingeschriebene 
Fläche und die Diseriminante ihrer Gleichung nach dem Parameter 


А ist die Gleichung der fraglichen developpabeln Fläche. 
158. Unter Voraussetzung der canonischen Form 


ах? + by? + са? + du? = 0 
können wir die umschriebene developpable Fläche der durch 
HE rn 
dargestellten Flächen zweiten Grades leicht in Function von U, V 
und den beiden Covarianten S und S, des Artikel 155 ausdrücken. 


Sei . 
MN 
die Reciprocalfläche von 
0 = 0, 


A 
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U = А? + BB? + Су? + DË = 0, 
wo 
A = bed, ebe, 
so ist die Reciprocalĝäche von 
0 = 0 
durch 
BCD&? + etc. = 0, d.h. durch 220 = 0 
dargestellt. Ferner ist der Coefficient von А 
u (BCD + срв + DBC) а? + ete. 
d. i. 
= 4 {аа (Wed + cdb + dbc) а? + е\с.}, 
= 4 {wed a+ecdab + débe + «Уса) (ax? + ete.) 
— (bedda + geil, 

Die fragliche Gleichung der developpabeln Fläche ist daher 
die Discriminante von 

20 + дА (Өй — S) + 4,2 (ӨР — 5) + 42287. 

Wenn man dieselbe von dem Factor 

24? 
befreit, so ist sie vom zehnten Grade in den Coeffieienten jeder 
der beiden Gleichungen. Die Flächen 

Seef, 53 == 0 
enthalten offenbar die Berührungscurven der developpablen Fläche 
mit den gegebenen Flächen U und V, während die developpable 
Fläche mit der Fläche U überdiess eine Durchschnittscurve hat, 
die auch von den Flächen 
U = 0, (OV — S}? + 4478 = 0 

gebildet wird. (Vergl. Artikel 160.) 

159. Man soll die Bedingung finden, unter welcher 
eine gegebene gerade Linie die Durchdringungscurve 
zweier Flächen zweitenGrades Uund У durchschneidet. 

Wenn wir voraussetzen, dass wir nach Artikel 76 die Be- 
dingung 

о = 0 
bestimmt haben, unter welcher die gegebene gerade Linie die 
Fläche U berührt, und dass diese Bedingung durch die Substi- 
tulionen 
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а + ла, b + А, etc. für a, b, etc. 
in die Form 
о + Ас + А0, = 0 
übergeht, in welcher sie sich auf die Flächen eines einfachen 
Systems bezieht, so erkennen wir, dass für jede gegebene Lage 
der Geraden zwei Flächen dieses Systems bestimmt werden kön- 
nen, welche sie berühren. Wenn die Linie aber durch die Durch- 
schnittscurve der Flächen U und У selbst hindurchgeht, so müs- 
sen die beiden eben bezeichneten Flächen in eine zusammenfallen, 
weil die Gerade im Allgemeinen nur in ihrem Schnittpunkt mit 
jener Curve von einer Fläche des Systems berührt werden kann. 
Die fragliche Bedingung erscheint somit in der Form 
d = 400;, 

und sie ist von der zweiten OÖrdnungin den Coefficien- 
ten jeder der beiden Flächen und von der vierten in 
Bezug auf die Goeflicienten jeder der beiden zur Be- 
stimmung der geraden Linie dienenden Ebenen. 

Die Bedingung 

б 0 

wird erfüllt, wenn die gerade Linie mit den beiden 
Flächen U und F vier harmonische Punkte bestimmt. 

Für die canonische Form der Gleichungen von U und P 
ах? + by? + с + ди? = 0, аа? + Уу? + са? + би? == 
und die allgemeinen Gleichungen der geraden Linie 

ах + Ву +yz + дю = 0, «æ+ Ву + ус + дь = 0 
ist о (vergl. Artikel 76) dureh 
Хар (уд — уд)? 
darstellbar, wenn wir das Summenzeichen auf die sechs Glieder 
von gleicher Form 
са («В — «ß)?, еіс. 
beziehen. Unter derselben Voraussetzung ist 6 
> (ab + а) (yò — у)? 
und (02 — 400) ist somit 
2 (ab — а) (уд — éi) 
+ 2% (ab'—ab) (ас —–ас) (yò — у 8) (80 — В)? 
+ 22 |(ad аад (ch — čb) 
+ (ac —ас) (ad а) ) («8 — aß)? (yò — у 9). 
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160. Man soll die Gleichung der developpabeln 
Fläche bestimmen, welche durch die Tangenten der 
Durchdringungscurve zweier Flächen zweiten Grades 
erzeugt wird. 

Denken wir einen beliebigen Punkt in einer Tangente dieser 
Curve, so geht nothwendig seine Polarebene in Bezug auf jede 
der beiden Flächen U und F, die sich in ihr schneiden, durch 
ihren Berührungspunkt mit der Curve, d. h, die Durchschnittslinie 
seiner beiden Polarebenen schneidet die Curve. Wir finden also 
die fragliche Gleichung der developpabeln Fläche, indem wir in 
die Bedingungsgleichung des letzten Artikels für 


e, В, еіс., о, В, еіс. 
die Differentialquotienten 
dU dU GE: GE 


ae ert D te. 
dæ dy Bern 


‚ elC., 


dæ’ dy’ 


substituieren. Die geforderte Gleichung ist daher vom 
achten Grade in den Veränderlichen und vom sechsten 
in den Goefficienten der Gleichungen jeder der bei- 
den Flächen. Unter Voraussetzung der canonischen Formen 
erhält man sie in folgender Gestalt 


> (а — а)? (са — с'а) ztwt 
+ 2% (ab — d'b) (ač — ас) (са — са)? (hd — bd)? y? г?ил 
+ 2а$у®%?ь? Irak а) (cd —с'а) — (а — a'd) (ьс — b'e) Y 
x I (ad — d'd) (be —b'c) — (bd — dd) (са — с'а)} 

Jud — >а) (са —с'а) — (а — ab) (ed — ёа} = 0. 

Wenn in diese Gleichung die Substitution 

gëss 
eingeführt wird, so reduciert sich ihre linke Seite auf ein voll- 
ständiges Quadrat und das nämliche tritt ein für jede der ent- 
sprechenden Voraussetzungen 
x= 0, у = 0, = = 0. 
Wir schliessen daraus, dass jede der vier Ebenen 
Ei 

die developpable Fläche in einer ebenen Curve vier- 
ten Grades schneidet, welche für dieselbe eine Doppel- 
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curve ist, d. h. deren Punkten je zwei Erzeugende entsprechen *). 
Es ist auch aus der Symmetrie der Figur a priori zu schliessen, 
dass durch jeden Punkt in einer der vier Ebenen, durch welchen 
eine der Tangenten der Curve UF hindurchgeht, auch eine zweite 
Tangente derselben Curve gezogen werden kann. 

Das vorige Ergebniss kann mittelst der beiden covarianten 
Flächen zweiten Grades ausgedrückt werden. Man erhält die 
Gleichung unserer developpabeln Fläche in der Form 


4(SU— AP?) (8, Ү— 4,0?) = (S,U + SY— 9, U?— OV ?4 DUF}. 


In dem durch diese Gleichung dargestellten Orte 
ist die Curve UF eine Doppellinie**, wie es auch sonst 
leicht erkannt werden kann. Und derselbe Ort schneidet 
überdiess die Fläche U in der Durchdringungseurve 
derselben mit der Fläche vierten Grades 


(5 — ӨР)? + 4 48, = 0. 
*) Vergl. „Cambridge and Dublin Mathematical Journal“ Vol. III, 
p- 171; obwohl nur der geometrische Beweis hier gegeben ist, waren 
doch die Resultate vom Verfasser durch wirkliche Bildung der Gleichung 
der developpabeln Fläche gefunden worden. Vergl. ibid. Vol. П, р. 68. 
Cayley gab die Gleichungen beider aus der Betrachtung zweier Flä- 
chen zweiten Grades entspringenden developpabeln Flächen ibid. Vol. 
V, р. 50, 55. 
*) Wenn eine Fläche durch eine Gleichung von der Form 
Déb + UVF - РХ = 0 
dargestellt wird, so ist immer die Curve 
eh ТР г) 
eine Doppellinie der Fläche. 
Die beiden einem ihrer Punkte entsprechenden Tangentenebenen 
derselben sind durch 
“Ф + wäh" + X = 0 
dargestellt, wenn 
t= э <= 
die Tangentenebenen der Flächen U und У in jenem Punkte und 
dr, W’, Х' die Resultate der Substitution der Coordinaten des Punktes 
in die Functionen Ф, W, X bezeichnen. Wenn man diess auf die 
obige Gleichung anwendet, so erhält man 
(Siu — Sv) = 0 
als die Gleichung der Tangentenebenen der Fläche in einem Punkte 
der als Doppeleurve bezeichneten Curve; beide Tangentenebenen fal- 
len somit zusammen und man bezeichnet deshalb die Curve als eine 
Cuspidal- oder Rückkehreurve der Fläche. 
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Wir bemerken, dass diess genau dieselbe Gleichung ist, welche 
wir im Artikel 157 gefunden haben; geometrisch wird leicht er- 
kannt, dass diese Linie achten Grades von den acht Tan- 
genten der Curve UFV gebildet wird, die ihren Durch- 
schnittspunkten mit der Fläche S entsprechen. 


161. Wir haben zwar in dem Vorigen von der auf das Ge- 
setz der Reciproeität begründeten Methode freien Gebrauch ge- 
macht, wollen aber doch an diesem Orte in ein weiteres Detail 
eingehen, um die gelegentlichen Anwendungen einer Theorie 
der Reeiprocalflächen näher zu bringen. 


Der Durchschnitiscurve einer Fläche mit einer 
beliebigen Ebene entspricht der Tangentenkegel der 
Reciprocalfläche von dem correspondierenden Punkte 
aus; insbesondere entspricht der in der unendlich entfernten 
Ebene liegenden Schnitteurve der Originallläche der vom Ursprung 
ausgehende Tangentenkegel der Reeiprocallläche*). Man kann 
sagen, der Asymptotenkegel der einen Fläche sei reciprok dem 
Tangentenkegel der andern vom Ursprung aus, wenn man diese 
Reciproeität in dem Sinne fasst, dass jede Kante des einen Kegels 
normal ist zur entsprechenden Tangentenebene des andern. 


Wenn daher der Ursprung ausserhalb der Origi- 
nalfläche, d. h. so liegt, dass von ihm an sie reelle 
Tangenten gezogen werden können, so ist die Reei- 
procealfläche ein Hyperboloid; sie ist ein Ellipsoid für 
seine Lage innerhalb der Originalfläche und ein Para- 
boloid, wenn er dieser Fläche selbstangehört, da dann 
die unendlich entfernte Ebene sie berühren muss. 

Die Reciproke einer Regelfläche, d. i. einer durch 
Bewegung einer geraden Linie erzeugten Fläche, ist eine Re- 
gelfläche; denn einer geraden Linie entspricht eine gerade Linie 
und der durch die Bewegung einer geraden Linie erzeugten Fläche 
entspricht die durch die Bewegung der reciproken Linie ent- 
stehende Fläche**). Daher entspricht einem Hyperboloid mit einer 


*) Vergl. „Analyt. Geometrie der Kegelschnitte“ Artikel 394, 305. 
+*+) Cayley hat bemerkt, dass der Grad einer Regelfläche immer 
dem Grade ihrer Reeiprocalfläche gleich sein muss, Der Grad der 
Reeciprocalfläche ist der Zahl von Tangentenebenen gleich, welche durch 
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Mantelläche ein Hyperboloid derselben Art, den Fall ausgenom- 
men, wo der Ursprung der Reeiprocität der Fläche selbst ange- 
hört, da dann die Reciprocallläche ein hyperbolisches Parabo- 
loid ist. 

Es ist im Artikel 144 bewiesen werden, dass der Tangenten- 
kegel einer Fläche zweiten Grades ein Umdrehungskegel ist, so- 
bald sein Scheitel ein Focalpunkt der Fläche ist; hier ergiebt sich 
daraus, dass die Reciprocalfläche einer Fläche zweiten 
Grades in Bezug auf einen Punkt eines Focalkegel- 
schnittes derselben eine Umdrehungsfläche ist. 


162. Die Gleichung der Reciproken einer durch die allge- 
meine Gleichung dargestellten Flāche zweiten Grades ist im Arti- 
kel 75 gegeben worden. Die Reciproke einer centrischen 
Fläche zweiten Grades in Bezug auf einen beliebigen 
Punkt kann auch nach Analogie der für Kegelschnitte angewen- 
deten Methode (vergl. „Analyt. Geom. d. Kegelschnitte “ Artikel 
398, 399) ausgedrückt werden. Denn die Länge der von irgend 
einem Punkte auf die Tangentenebene gefällten Normalen ist nach 
Artikel 85 

k? 
p= ан | (@cos?«+b?cos?ß+e?cos’y)— La соза у'соз8-Е: созу) 
und daher die Gleichung der Reeiprocallläche 


(ax + уу + 22 + PP == аа? + by + A. 


163. Die Reeiprocalfläche einer Kugel in Bezug 
auf irgend einen Punkt ist eine Umdrehungsfläche 
um die transversale Achse. (Vergl. „Analyt. Geom. d. Ke- 
gelschnitte“ Artikel 388.) 

Wenn wir zwei beliebige Punkte A, В betrachten; so sind ihre 
Entfernungen vom Ursprung in dem nämlichen Verhältniss wie die 


eine willkürliche Gerade gehen. Nun würden wir formell beweisen 
können, es ist aber an sich hinreichend offenbar, dass die Tangenten- 
ebene in einem beliebigen Punkt einer Regelfläche die erzeugende Ge- 
rade enthält, welche durch diesen Punkt geht, Daher ist der Grad der 
Reciprocalfläche der Zahl von Erzeugenden gleich, welche eine will- 
kürliche Gerade schneiden. Und diess ist genau dieselbe Zahl, wie 
die der Punkte, in denen die Gerade die Fläche schneidet, weil jeder 
Punkt einer Erzeugenden der Fläche angehört. 
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Normalen, welche von jedem auf die dem andern entsprechend? 
Ebene gefällt werden. Da nun die Entfernung des Centrums einer 
festen Kugel vom Ursprung und die vom Centrum auf die Tan- 
gentenebene derselben gefällte Normale constant sind, so muss für 
jeden Punkt der Reeiprocallläche die Entfernung vom Ursprung 
zu der von ihm auf eine feste nämlich die dem Centrum der 
Kugel entsprechende Ebene gefällten Normalen in einem con- 
stanten Verhältniss sein. Der Ort des Punktes ist aber eine Um- 
drehungslläche, für welche der Ursprung ein Focalpunkt ist. 


Durch die Methode der Reciproecität gelangen wir 
daher von Eigenschaften der Kugel zu Eigenschaften 
von Umdrehungsflächen um die transversale Achse. 
Indem wir Beispiele dafür geben, stellen wir links Eigenschaften 
der Kugel, rechts die correspondierenden Eigenschaften der Um- 
drehungsflächen dar. 


Die gerade Verbindungslinie ei- 
nes Focalpunktes mit irgend einem 
Punkte der Fläche ist normal zu der 
Ebene, welche durch den Focalpunkt 
und die Durchschnittslinie der ent- 
sprechenden Direetrixebene mit der 
Tangentenebene des Punktes be- 
stimmt ist. 


Beispiel 1. Eine Tangentenebene | 
einer Kugelfläche ist normal zu der 
geraden Linie, die ihren Berührungs- 
punkt mit dem Centrum verbindet. 


Beispiel 2. Jeder Tangentenke- Der Kegel, dessen Scheitel ein 


gel einer Kugel ist ein gerader Ke- 
gel, dessen Tangentenebenen mit der 
Ebene der Berührungscurve gleiche 
Winkel bilden. 


‚Focalpunkt und dessen Basis ein 
ebener Schnitt einer Umdrehungs- 
| fläche ist, ist ein gerader Kegel, wel- 
cher die Verbindungslinie des Focal- 
punktes mit dem Pol der Schnitt- 
ebene zur Achse hat. 


Es ist ein specieller Fall dieses letzteren Satzes, dass jeder 
ebene Schnitt eines Umdrehungsparaboloid auf die Tangentenebene 
in seinem Scheitel sich als ein Kreis projiciert. 


Beispiel 3. Jede Ebene durch 
das Centrum ist normal zu dem ihr 
conjugierten Durchmesser. 


Beispiel 4. Die Kreisschnitte ei- 
nes Kegels, der irgend einen ebenen 


Jede Ebene durch einen Focal- 
punkt ist normal zu der geraden 
Linie, welche ihn mit ihrem Pol 
verbindet. 


| 


Die Focallinien eines Tangenten- 
| kegels der Umdrehungsfläche sind die 
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Schnitt der Kugel zur Basis hat, sind | geraden Linien, welche seinen Schei- 


der Ebene desselben parallel. | tel mit den beiden Focalpunkten ver- 
binden. 
Beispiel 5. Jede Ebene ist nor- | Die gerade Verbindungslinie ei- 


mal zu der geraden Linie, welche |nes beliebigen Punktes mit einem 

das Centrum mit ihrem Pole ver- | Focalpunkte istnormal zu der Ebene, 

bindet. | welche durch diesen Focalpunkt und 

‚die Durchschnittslinie der entspre- 

chenden Юігесігіхерепе mit der Po- 

larebene des Punktes bestimmt ist. 

Beispiel 6. Jeder Cylinder, wel- Jeder durch einen Focalpunkt 

cher eine Kugel umhüllt, ist gerade. |gehende ebene Schnitt hat diesen 
(zum einen Brennpunkt. 


Beispiel 7. Irgend zwei einan- Die Ebenen, welche von zwei 
der conjugierte gerade Linien sind einander conjugierten geraden Li- 
rechtwinklig zu einander. nien mit einem Focalpunkt bestimmt 

werden, sind normal zu einander. 

Beispiel 8. Jede eine Kugel um- Wenn eine Fläche zweiten Gra- 
hüllende Fläche zweiten Grades ist des eine Umdrehungsfläche umhällt, 
eine Umdrehungslläche. ‚so ist ein Tangentenkegel der erste- 

‚ren, dessen Scheitel ein Focalpunkt 
der Letzteren ist, ein Umdrehungs- 
kegel. 


164. Offenbar ist das Produet der Normalen соп- 
stant, die von den Focalpunkten einer Umdrehungs- 
fläche um die transversale Achse aufirgend eineihrer 
Tangentenebenen gefällt werden. Wenn wir nach der im 
vorigen Artikel angewendeten Methode von dieser Eigenschaft zu 
ihrer reciproken übergehen, so erkennen wir, dass das Qua- 
drat der Entfernung des Ursprungs von einem belie- 
bigen Punkte der Reciprocalfläche in einem constan- 
ten Verhältniss ist zudem Product der Entfernungen 
des Punktes von zwei festen Ebenen. 


Aus dem vierten Beispiel des letzten Artikels erhellt, dass diese 
Ebenen die Ebenen der Kreisschnitte für den Asymptotenkegel der 
Fläche, d. 1. dass sie auch die Ebenen der Kreisschnitte der neuen 
Fläche selbst sind. Die Durchschnittslinie dieser Ebenen ist die 
гесіргоке Linie derjenigen Geraden, welche die beiden Focalpunkte 
verbindet, d. h. von der Achse der Umdrehungsfläche. 


Wir wissen aus Artikel 143, dass die eben bewiesene Eigen- 
schaft jedem Punkte des Focalkegelschnitts angehört, welcher 
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durch die Kreispunkte der Fläche geht*) und erkennen nun, dass 
dieReciproke einer beliebigen Fläche zweiten Grades 
in Bezug auf einen Punkt des durch die Kreispunkte 
gehenden Focalkegelschnitts eine Umdrehungsfläche 
ist, welche die transversale Achse zur Drehungsachse 
hat; dass sieaber in Bezug auf einen Punkt desandern 
Focalkegelschnitts, oder, wiemansagenkann, in Bezug 
auf einen modularen Focalpunkt eine Umdrehungs- 
fläche ist, welche die conjugierte Achse zu ihrer Achse 
hat. | 

Man geht daher von Eigenschaften der Umdreh- 
ungsflächen nach den Gesetzen der Reeiproeität zu 
entsprechenden Eigenschaften irgend einer Fläche 
zweiten Grades in Bezug auf einen Focalpunkt und 
die entsprechende Directrix, und in jedem Falle ist die 
Achse der Umdrehungsfläche die Reciproke der dem gegebenen 
Focalpunkt entsprechenden Рігесігіх. Die Achse der Umdrehungs- 
Näche ist der Tangente des Focalkegelschnitts in dem betrachteten 
Focalpunkt parallel. (Vergl. Artikel 137.) 

In den folgenden Beispielen stehen links die Eigenschaften 
der Umdrehungsflächen, rechts der entsprechenden Eigenschaften 
der Flächen zweiten Grades im Allgemeinen, 


Beispiel 1. Der Tangentenkegel Jeder Kegel, der einen Focal- 
einer Umdrehungsfläche aus einem |punkt zum Scheitel und einen die 
Punkte der Achse ist ein gerader | entsprechende Directrix enthaltenden 
Kegel, dessen Tangentenebenen mit | ebenen Schnitt einer Fläche zweiten 
der zur Achse normalen Ebene der | Grades zur Basis hat, ist ein gerader 
Berührungscurve gleiche Winkel bil- | Kegel, welcher die Verbindungslinie 
den. des Focalpunktes mit dem Pol der 

Schnittebene zur Achse hat; diese 
letztere Gerade ist normal zu der 
durch den Focalpunkt und die Di- 
reetrix bestimmten Ebene. 

Beispiel 2. Jede Tangentenebene Die Gerade, welche einen Focal- 
ist normal zu der durch ihren Be- (punkt mit einem beliebigen Punkte 
rührungspunkt und die Achse be- | дег Fläche verbindet, ist normal zu 
stimmten Ebene. der Verbindungslinie des Focalpunk- 


*) Es geschah auf diesem Wege, dass zuerst diese Eigenschaft und 
die Unterscheidung der beiden Arten von Focalpunkten vom Verfasser 
gefunden wurde. 
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Beispiel 3. Die Polarebene ei- 
nes Punktes ist zu der durch ihn mit 
der Achse bestimmten Ebene nor- 
mal. 


Beispiel 4. Die durch einen Fo- 
calpunkt mit irgend zwei conjugier- 
ten Geraden bestimmten Ebenen sind 
zu einander normal. 


Beispiel 5. Wenn ein Kegel ei- 
ner Umdrehungsfläche umgeschrieben 
ist, so ist eine seiner Hauptebenen 
durch den Scheitel und die Achse 
bestimmt und eine andere ist der 
Ebene der Berührung parallel. 


Beispiel 6. Jeder aus einem 
Focalpunkt über einem ebenen Schnitt 
der Umdrehungsfläche beschriebene 
Kegel ist gerade *). 


Beispiel 7. Der Ort des Durch- 
schnittspunktes von drei auf einan- 
der normalen Tangentenebenen eines 
Paraboloids ist eine Ebene. 


*) Seine Achse enthält den Pol 


Salmon, Anal. Geom. d. Raumes. 
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tes mit dem Durchschnittspunkt der 
entsprechenden Tangentenebene und 
der Direetrix. 

Die gerade Linie, welche einen 
beliebigen Punkt mit einem Focal- 
punkt verbindet, ist normal zu der 
geraden Verbindungslinie des Focal- 
punktes mit dem Durchschnittspunkt 
seiner Directrix mit der Polarebene 
des Punktes. 

Eine den Kreisschnitten parallele 
und durch eine Directrix gehende 
Ebene wird von zwei einander con- 
jugierten Geraden in Punkten ge- 
schnitten, welche an dem entspre- 
chenden Focalpunkt einen rechten 
Winkel bestimmen. 

Der aus einem Focalpunkt über 
einem ebenen Schnitt einer Fläche 
zweiten Grades beschriebene Kegel 
hat zur einen Achse die gerade Ver- 
bindungslinie des Focalpunkts mit 
dem Pol der Schnittebene und zur 
andern die Verbindungslinie des Fo- 
calpunkts mit dem Durchschnitts- 
punkte der entsprechenden Direetrix 
und der Schnittebene. 

Der aus einem Focalpunkt über 
der Durchschnittscurve einer durch 
die entsprechende Directrix gehen- 
den und den Kreisschnitten paralle- 
len Ebene mit einem beliebigen Tan- 
gentenkegel der Fläche beschriebene 
Kegel ist gerade. 

Wenn durch einen Punkt einer 
Fläche zweiten Grades drei zu ein- 
ander normale Gerade gelegt sind, 
so geht die durch ihre andern Schnitt- 
punkte іп der Fläche bestimmte Ebene 
durch einen festen Punkt. (Val. Ar- 
tikel 117, Beispiel 9.) Wenn jener 
Punkt nicht in der Fläche liegt, so 
umhüllt dieEbene eine Umdrehungs- 
Näche. 


der Scehnittebene, 


16 
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Beispiel 8. Wenn eine Fläche Wenn zwei Flächen zweiten Gra- 
zweiten Grades eine Umdrehungs- | des einander umhüllen, so hat ein 
fläche umhüllt, so ist die Achse die- | aus einem Focalpunkt der einen be- 
ser Letzteren parallel einer Haupt- | schriebenen Tangentenkegel der an- 
ebene der Ersteren. dern die Verbindungslinie des Focal- 

punktes mit dem Durchschnittspunkt 
| ег entsprechenden Direetrix mit der 
| Ebene der Berührung zur einen Achse. 
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VIII. Kapitel. 


Confocale Flächen zweiten Grades. 


165. Wir wollen in diesem Kapitel eine Uebersicht der- 
jenigen Eigenschaften der Flächen zweiten Grades 
geben, welche den Eigenschaften confocaler Kegel- 
schnitte analog sind. Wir nehmen dazu unsern Ausgang von 
einer, von derjenigen der Artikel 136 f. unabhängigen Methode, 
durch welche wir auch zur Betrachtung der Focalkegelschnitte 
gelangen. 

Concentrische und coaxiale Kegelschnitte werden als confocal 
bezeichnet, wenn die Differenz der Quadrate ihrer Halbachsen die 
nämliche ist; d. h. die mit der Ellipse - 


g y? 
SE 
confocalen Kegelschnitte sind durch die Gleichung 
E SECH d 
DER Ы PERS: 


gegeben. So lange A? das positive Zeichen erhält und so lange 
bei negativem Zeichen 4? numerisch kleiner als 0° ist, ist der 
confocale Kegelschnitt eine Ellipse; wenn 4? negativ und zwischen 
b? und а? enthalten ist, so ist der confocale Kegelschnitt eine 
Hyperbel und für A? > а? ist sie imaginär. 
Für 4? == b? redueiert sich die Gleichung auf 
у? = 0, 
d. h. die Achse der г ist die Grenze, welche die confocalen El- 
Їірѕеп von den confocalen Hyperbeln trennt. Aber die beiden 
Brennpunkte gehören doch in einem besonderen Sinne zu ihr. 
16* 
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Denn man kann durch einen gegebenen Punkt (=, y) im Allge- 
meinen zwei zu einem gegebenen confocale Kegelschnitte legen, 
weil man zur Bestimmung von 2° eine quadratische Gleichung 


x? у 
SEN ЖЛ. ре сс 
erhält, d. i. 
А 48 (а? + 0 — 2 — у?) + ab? — ba? — а?у? == 0. 
Für 
wird sie auf 
(А2 — b?) (R — а? +2”) = 0 


reduciert, so dass 


eine ihrer Wurzeln ist, und für 
а? == а? — b 


auch die zweite Wurzel diesen Werth 


= SÉ 
erhält, zur Bestätigung des speciellen Sinnes, in welchem die 
Brennpunkte dem Werthe 4? == b? entsprechen. Wenn wir іп 
der Gleichung 
o 2 
= у 
Cer | 
а? — А? е b? — А? 3 
2 
ә ' У ы. 
X = bk, var 0 
machen, so erhalten wir die Gleichung der beiden Brennpunkte 
а? 
oo ==:1. 
а? — b? 


166. In derselben Art nennen wir zwei concentri- 
sche und coaxiale Flächen zweiten Grades confocal, 
wenn die Differenzen der Quadrate der Achsen für 
beide Flächen dieselben sind; so dass für das Ellipsoid 


2 2 Së 
@ у 2 
S e z == 1 
а? 2 b? + е? 
die allgemeine Gleichung 
2 2 


æ? у 2 
а? + 1? үл b? + T et A7 


alle confocalen Flächen repräsentiert. 


= 1 
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Für das positive Zeichen von A? und für negative Werthe 
desselben, welche kleiner sind als є?, ist die Fläche ein Ellipsoid. 
Eine Kugel von unendlichem Halbmesser ist die Grenze 
der Ellipsoide des Systems, denn sie entspricht dem spe» 
ciellen Werthe }? = оо. 

Für negative Меге von 2? zwischen den Grenzen с? und b? 
repräsentiert die Gleichung ein Hyperboloid mit einer Mantellläche 
und für Werthe zwischen den Grenzen b? und а? ein Hyperboloid 
mit zwei Mantelllächen. Dem Grenzwerthe А? == с? entspricht 
die Ebene 

= (0 
als Grenze zwischen den Ellipsoiden und den einfachen Hyperboloi- 
den des Systems; wenn wir aber in der allgemeinen Gleichung die 
Substitutionen 
7 z? | 
А = e, са =. 
vollziehen, so entsprechen die Punkte desso erhaltenen 
Kegelschnitts 
22 y? 
e eae ЙИ Eer aa 
in einem speciellen Sinne jener Grenze zwischen den 
Ellipsoiden und Hyperboloiden, welcher wir eben gedacht 
haben. Denn durch einen Punkt Lu, y’, 27) lassen sich im All- 
gemeinen drei einer gegebenen Fläche zweiten Grades confocale 
Flächen legen, weil für 4? als die unbekannte Grösse eine cu- 
bische Bedingungsgleichung 


(2 2/2 
2 


р ын ыз e 

oder 

x? (b?— 2?) (2-2) + у? (2—1?) (®— АЗ) + 27° (42—22) (RR) 
= (а2— А?) (’— АЗ) (2—4?) 

gefunden wird. Für z == 0 ist eine der Wurzeln dieser Gleichung 

Ca, 
und die beiden andern bestimmen sich aus der reducierten Gleichung 
а (b — 8) + wl (a? — А2) = (а? — А) (0 — А2). 
Wenn А н 
км ыа 


а? — с? 02 — с? 
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ist, so wird eine Wurzel dieser Gleichung 
А2 == e 
und diess bezeichnet den speciellen Sinn, in welchem die Punkte 
der Focalellipse diesem Grenzwerthe entsprechen. 
In analoger Weise trennt die Ebene 
у = 0 
die Hyperboloide mit einer Mantelfläche von denen mit 


zwei Mantelflächen und die Focalliyperbel in dieser 
Ebene 


а? — b? Ee Deeg 
ist diesem Grenzwerthe in der nämlichen speciellen Art verbunden. 


Der Focalkegelschnitt in der dritten Hauptebene, welchen die 
Gleichung j 


2 2 


у КЧ. ш 
ee Йо dir ча A 


bezeichnen würde, ist imaginär. *) 

167. Die drei dureh einen Punkt gehenden mit ei- 
ner gegebenen Fläche zweiten Grades confocalen Flä- 
chen sind respective ein Ellipsoid, ein Hyperboloid 
mit einer Mantelfläche und ein Hyperboloid mit zwei 
Mantelflächen. 

Denn wenn wir in die zur Bestimmung von A? dienende cu- 
bische Gleichung die suecessiven Substitutionen 


42 = а?, 2 = b2, Ai = е?, AU = — со 


vollziehen, so erhalten wir Resultate von den respectiven Vor- 
zeichen 

+, ef +, тт 
welches beweist, dass diese Gleichung stets drei reelle Wurzeln 
hat, von denen eine kleiner als с?, eine zweite zwischen с? und 22, 
und eine dritte zwischen 5? und a? enthalten ist. Wie im letzten 


*) Dieselbe Sache spricht sich auch folgendermassen aus: In jedem 
Punkte einer Hauptebene treffen ausser dem Focalkegelschnitt dersel- 
ben zwei confocale Flächen zusammen. Durch jeden Punkt einer Haupt- 
achse geht eine einzige confocale Fläche; die beiden in ihr sich schnei- 
denden Focalkegelschnitte repräsentieren die andern. Im Centrum der 
Flächen schneiden sich die drei Focalkegelschnitte. 
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Artikel erhellt daraus, dass die diesen Werthen entsprechenden 
Flächen respective ein Ellipsoid, ein einfaches und ein zweifaches 
Hyperboloid sind. 

168. Ein anderer passender Weg zur Auflösung des 
Problems, durch einen gegebenen Punkt die zu einer 
gegebenen Fläche zweiten Grades confocalenFlächen 
zu beschreiben, besteht darin, die primäre Achse der 
gesuchten Fläche als unbekannte Grösse zu wählen. 
Weil dann 

a? — b? und a? — с? 
gegeben sind, welche wir durch л? und A? respective bezeichnen 
wollen, so haben wir die Gleichung 


а? у? 2? 


oder 
as — as (h? + k? + а? + у? + z?) 
pa? {rk + 2° (h? + k?) + у + 2°} RR — 0. 

Wir können auf Grund dieser Gleichung die Coordinaten des 
Durchschnittspunktes von drei confocalen Flächen in Function 
ihrer Achsen bestimmen; denn wenn «°, а, а”? die Wurzeln 
der obigen Gleichung sind, so giebt ihr letztes Glied 

ERKE — die lei, 

d. h. 

а? а" а"? 
(42 — HI (42 — éi 

Und da wir ebenso wohl b? oder c? als unsere unbekannte 
Grösse ansehen konnten, so erhalten wir die entsprechenden 
Ausdrücke 


x? == 


e Bes bh? (e p”? Р с 23077 *) 
Y = (02 уу? — с)’ Li — а?) (2 — A 


*) Diese Ausdrücke erlauben eine einfache Bestimmung der Coor- 
dinaten der Kreispunkte; denn diese sind die Durchschnittspunkte der 
Focalhyperbel mit der Fläche (Artikel 139); da nun für die Focal- 
hyperbel : 

ar =з а EE TS, T 
ist, so sind die Coordinaten der Kreispunkte 
Diap En 
GE e у=о, SS 


% 


а? =з а? 


ъ 
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NB. Wir haben in dem Vorigen b°, 02, еіс. als algebrai- 
sche Grössen d. h. mit Einschluss ihrer Zeichen vorausgesetzt, 
so dass z. B. с”? als zu einem Hyperboloid mit einer Mantelfläche 
gehörend wesentlich negativ ist, wie auch b”? und c”? es sind. 

Die Relation 


Dan = Ee 
giebt für 
а == const., 2" = const. 
AL = const. — a” d”; 


wenn also durch die Punkte eines Schnittes einer Fläche zweiten 
Grades, der einer Hauptebene parallel ist, die confocalen Flächen 
gelegt werden, so wird durch die Scheitel dieser Flächen in der 
zur besagten Hauptebene normalen Achse eine Involution bestimmt. 
Die in а? cubische Gleichung dieses Artikels giebt aber überdiess 
die Relation 
аа" + а?а" + а?а = МК? + а (А? +) + ya? + «1? 
und daher für 
х? (P HE) + у? + si = const., 

d. h. für Punkte eines Ellipsoids 

vo? + а?а"? + а?а? = const., 
oder: Für alle Punkte des Ellipsoids 

(h? + К?) а? + Hui + kz = сопы. 
ist die Quadratsumme der drei Rechtecke, welche sich aus je 
zweien der grossen Halbachsen der drei durch jeden von ihnen 
gehenden confocalen Flächen bilden lassen, constant. 

Da nach diesen Relationen die Gleichung einer Kugel durch 

a? + а? + а"? = const. 
dargestellt werden kann, so ist für alle Punkte einer aus dem 
Anfangspunkt der Coordinaten beschriebenen Kugel die Quadrat- 
summe der grossen Halbachsen der durch sie gehenden сопѓоса- 
len Flächen constant. 

Endlich ist nach denselben Relationen für alle Punkte einer 
zu einer Coordinatenebene parallelen Ebene das Product der drei 
zu ihr normalen Halbachsen der durch einen ihrer Punkte gehen- 
den confocalen Flächen constant. 

169. Dieselbe cubische Gleichung erlaubt uns auch, 
den Radius vector des Durchschnittspunktes confoca- 
ler Flächen in Funetion der Achsen auszudrücken. 
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Denn das zweite Glied derselben giebt aus 
£? + y? +27? + (а —– 0) + (а — с) = a? + а? + а" 
oder 

а p у? 4+ 25 = а? 4 0° + с". 

Dieser Ausdruck hätte auch direet abgeleitet werden können, 
mittelst der für «2, y?, z? im letzten Artikel gegebenen Werthe; ` 
es geschieht durch ein Verfahren, welches auch zur Reduction 
anderer symmetrischer Funetionen dieser Coordinaten angewendet 
werden kann. Denn indem man die vorigen Werthe substituiert und 
auf eine gemeinschaftliche Benennung reduciert, > £ py? Hz? 

а?«?а”? (Ь®— с?) + b Др Ж: Je + с?" (a? —b?) 
EH (8—5) 
Da der Zähler für jede der Voraussetzungen 


ER Гел ЕЕ 


mit Null identisch wird, so muss er durch den Nenner ohne 
Rest theilbar sein. Diese Division kann dann in folgender Weise 
vollzogen werden: Irgend ein Glied, z. В. а? аа? giebt, durch 
(a? — b?) oder das diesem Gleiche («2 — 2) dividiert, einen Quo- 
tienten Zo" Zei und einen Rest 6202 "22; dieser Rest giebt, 
durch («?—b"?) dividiert, einen Quotienten 0а" 7 und einen 
Rest 02072 а с, welcher in derselben Weise durch (a? — 17?) 
dividiert, einen Quotient 02022 und einen Rest 22072072 e? giebt, 
der durch ein anderes Glied des Dividenden aufgehoben wird. 
Indem man in dieser Weise fortfährt, erhält man das früher ge- 
gebene Resultat. 

170. Zwei confocale Flächen schneiden einander 
überall rechtwinklig. 

Wenn La. у, т) ein gemeinschaftlicher Punkt beider Flächen 
ist und р und p” die Längen der Normalen bezeichnen, welche 
vom Gentrum auf die Tangentenebenen beider in diesem Punkte 
gefällt werden, so sind nach Artikel 85 die Richtungscosinus die- 
ser zwei Normalen 

рі ру рг рх ру pz 


tz "ër "ot te Ee ЖУ 


Sie sind zu einander rechtwinklig, wenn die Bedingung (Аг- 
tikel 13) 


С. у? A 
pp {- 3 + SS Se + жргз} Sa 


а?а ПЫ с 
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erfüllt ist. Da aber die Coordinaten «, у, 3 den Gleichungen 
beider Flächen genügen müssen, so haben wir 


/2 2 12 2 "2 
2 H 2 x H 
+ Dei + с == 15 а? + b2 + с? = 1 


und erhalten durch Subtraction dieser Gleichungen und nach der 
Relation 


а? 


a”? das а? == b”? 3 A? == е? ыз vi 
als Rest 
er rg „ 
A Е у 2 
m 2 
а == “э m E E == 0 
( ) L а? + b?b 2 + с?с 2 D 


welches die behauptete Rechtwinkligkeit bestätigt. 

Im Durchschnittspunkt von drei confocalen Flä- 
chen schneidet daher jede Tangentenebene der einen 
die beiden Tangentenebenen der andern rechtwinklig 
oder die Tangentenebene der einen Fläche enthält 
die Normalen der beiden andern Flächen. 

171. Wenn eine Ebene dureh das Centrum zu einer 
Tangentenebene einer Fläche zweiten Grades parallel 
geht, so sind die Achsen des von ihr gebildeten Schnit- 
tes den Normalen der beiden confocalen Flächen pa- 
rallel, welche durch den Berührungspunkt gehen. 

Da bereits bewiesen worden ist, dass die Parallelen zu den 
genannten Normalen rechtwinklig zu einander sind, so bleibt nur 
zu beweisen übrig, dass sie conjugierte Durchmesser ihrer Schnitt- 
curve sind. Nun ist nach Artikel 90 die Bedingung, unter wel- 
cher zwei Linien conjugierte Durchmesser sind, durch 


cos а соз cos В cos ' соз у созу 
E AE E 


dargestellt und wir haben also für die Richtungscosinus 


Р "vr Le d + Zë € m r 
KS ру Er PX ру pP" 


Be H KI D С? H а"? D KS D Pi 


zu beweisen, dass 
ә Ki Ki 
767 = y z 
p'o” Laien + paga + отра) = 0 
ist. Aber die Wahrheit dieser Gleichung ergiebt sich ohne Wei- 
teres aus der Subtraction der zwei Gleichungen des letzten Ar- 
tikels 


http://rcin.org.pl 


2 ? 22 
D y z 

їз t pa + атат = 0 
а? у? 2? 

Be Tr vm Ы е 


172. Man soll die Längen der Achsen des Central- 
schnittes einer Fläche zweiten Grades durch eine der 
Tangentenebene im Punkte (2, у, т) parallele Ebene 
bestimmen. 

Aus der Gleichung der Fläche ergiebt sich die Länge eines 
centralen Radius vector von den Richtungscosinus с, В, у durch 
die Gleichung 

1 __ cos« cos? В cos? у 

о? m Fr "KR 

und mittelst der für с, 8. у im letzten Artikel gegebenen Werthe 
finden wir für die Länge einer dieser Achsen 


1 PR ER da у? 2? 
а=?" лра + don + era 
Nun gelten die Gleichungen 
ii vi e б 
зз + eps + туз 0 
а? De Bé 1 


А d: Oe pe WK p” 
und wir erhalten durch ihre Subtraction 


ai у? PC 1 


йуз tog оул = 


und durch Substitution dieses Ausdrucks in den vorher fär 5 
bestimmten Werth 
о? —— а? — а. 

In derselben Art finden wir für das Quadrat der andern 

Halbachse 
02 = а? — а". 

Wenn also zwei confocale Flächen zweiten Grades 
sich durchschneiden, so ist ein Radius der einen, wel- 
cher der Normale der andern in einem Punkte ihrer 
Durchschnittscurve parallelist, von constanter Länge. 
Diese Halbdurchmesser bilden daher auf der Fläche eine sphäri- 
sche Curve, und beiden Systemen der Durchschnittslinie der Fläche 
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mit den ihr confocalen Flächen entsprechen so Systeme von sphä- 
rischen Curven auf ihr. 

173. Da das Product der Achsen eines Centralschniltes mit 
der Normalen einer parallelen Tangentenebene dem Producte der 
Achsen abe gleich ist (Artikel 91), so erhalten wir unmittelbar 
Ausdrücke für die Längen р, р”, p”. Wir haben 


` SE азар е" г 
A («2 — а) (a? — а)’ 
D diapa 
р SH үл; O РЕ уу » 
BETEN NER TEN?) 
eg a 2ye”? 


Diese Werthe hätten auch durch Substitution der früher für 

«2, у?, 2° gegebenen Ausdrücke in die Gleichung 

1 SCH у? 2? 

р? = P + Dei + кү 
erhalten werden können, indem man den erhaltenen Werth von 
р? durch die Methode des Artikel 169 reduciert. 

Der Leser wird die Symmetrie bemerken, welche zwi- 
schen diesen Werthen von р?, p° und р? und den für 
«2, у, z? gefundenen stattfindet. 

Wenn. wir die drei Tangentenebenen als Соогаіпаіеперепеп 
betrachten, so werden die Normalen р, p”, p” die Coordinaten 
des Centrums der Fläche. Die Analogie zwischen den Werthen 
für p, р, p” und denen für а, y, z kann daher folgender- 
massen ausgedrückt werden: Mit dem Punkte (x, у, т) als Cen- 
trum können drei confocale Flächen beschrieben werden, welche 
die drei Tangentenebenen zu Hauptebenen haben und sich in dem 
Centrum des Originalsystems durchschneiden. Die Achsen des 
neuen Systems von СопЃосаіеп sind 


41 


@„„ K ү. Ру EE Ee 

Die drei Tangentenebenen des neuen Systems sind die drei 
Hauptebenen des Originalsystems. 

Wenn ein Centralschnitt zu einer dieser Hauptebenen z. B. 
der Ebene æy parallel ist, so bestimmt er in der Fläche, zu wel- 
cher sie eine Tangentenebene ist, einen Kegelschnitt, für wel- 


chen nach Artikel 172 die Quadrate der Achsen sind 
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а? — b, а E, 
d. h. in andern Worten, dieser Schnitt ist der Focalellipse gleich, 
wie auch der Punkt (ж, у, 2) gelegen sei. Ebenso ist der der 
Ebene 22 parallele Schnitt der Focalhyperbel gleich. 

174. Wenn D die Länge des Durchmessers einer 
Fläche zweiten Grades bezeichnet, welcher der Tan- 
gente in einem Punkte ihres Durcehschnitts mit einer 
confocalen Fläche parallel ist und wenn р die Normale 
auf ihre Tangentenebene in diesem Punkte darstellt, 
so ist für alle Punkte der Durchschnittsceurve 


pD = const. 


Denn die Tangente in irgend einem Punkte der Durchschnilts- 
curve zweier Flächen ist die Durchsechnittslinie ihrer Tangenten- 
ebenen in diesem Punkte, und sie ist in diesem Falle normal zu 
der dritten durch denselben Punkt gehenden confocalen Fläche. 
(Artikel 170) Nach Artikel 172 ist daher 


D? = а? — а" 
und somit nach Artikel 173 
Lef дуї? 
р° Di = ees 
аг—а 


welches für gegebene а”, a” eine Constante ist. 

175. Man soll den Ort der Pole einer gegebenen 
Ebene in Bezug auf ein System confocaler Flächen be- 
stimmen. 

Sei 

Az + Ву + С= = 1 


die betrachtete Ebene und (2, 2, &) ihr Pol, so muss die Gleichung 


s yn zé 
Eh e A teg 


mit der ersteren identisch werden, d. h. man muss haben 


5 n E 
2р2 = 4 pp acp © 


Die Elimination von 4? zwischen diesen Gleichungen liefert 
für die Gleichungen des Ortes; 


Dre —. A 


2 
Сы ER 
а В ech 
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Der fragliche Ort ist daher eine zur gegebenen Ebene nor- 
male Gerade. 

Diess Theorem enthält implicite die Auflösung der Aufgabe: 
Man soll eine Fläche zweiten Grades bestimmen, die einer gege- 
benen confocal ist und eine gegebene Ebene berührt, denn da 
der Pol der Tangentenebene einer Fläche der Berührungspunkt 
derselben ist, so erhellt zunächst, dass nur eine Fläche der ver- 
langten Art existiert, und dass ihr Berührungspunkt mit der Ebene 
durch den Durchschnitt des gefundenen Ortes mit ihr bestimmt 
wird. 

Man kann das Theorem dieses Artikels auch so aussprechen: 
Der Ort des Pols der Tangentenebene einer Fläche zweiten Gra- 
des in Bezug auf eine zu ihr confocale Fläche ist die Normale 
der ersten Fläche. 

176. Man soll die Entfernung zwischen dem Berüh- 
rungspunkt einer Tangentenebene und ihrem in Be- 
zug auf eine confocale Fläche genommenen Pol be- 
stimmen. 

Seien 2, у, z die Coordinaten des Berührungspunktes einer 
Tangentenebene der Fläche von den Achsen a, b, c, und Su, ¢ 
die des Pols derselben Ebene in Bezug auf die confocale Fläche 
von den Achsen а, b’, є'; so gelten wie im letzten Artikel die 


Gleichungen 
Р E Ak ckt Werer 1 
gi АШ Е A, e с?’ 
also 
Ер ee d. EAE Kom E РСС 7 
рена а? ЕД b? D с? ЕД 


oder 


| 


wenn р die vom Centrum auf die Ebene gefällte Normale bezeichnet. 

177. Die Achsen des Tangentenkegels einer Fläche 
zweiten Grades sind die Normalen der drei confocalen 
Flächen, welche durch den Scheitel des Kegels hin- 


durchgehen. 
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Betrachten wir die Tangentenebene einer von diesen durch 
den Scheitel (x, у, 2) gehenden Fläche, so liegt der Pol dieser 
Ebene in Bezug auf die Originallläche nach Artikel 61 іп der 
Polarebene von (x, у, 2) und nach Artikel 175 in der Normale 
der confocalen Fläche; es ist daher der Punkt, in welchem diese 
Normale die Polarebene von Lo, у, 2) d. h. die Ebene der Berüh- 
rungscurve des Kegels durchschneidet. 

Aus Artikel 60 folgt dann, dass die drei Normalen die Ebene 
der Berührung in drei Punkten schneiden, von denen jeder der 
Pol der Verbindungslinie der beiden andern in Bezug auf die von 
ihrer Ebene bestimmte Schnitteurve ist; da dieselbe aber zugleich 
ein Schnitt des Kegels ist, so sind nach Artikel 67 die bezeich- 
neten Normalen ein System conjugierter Durchmesser der Kegel- 
lläche und insbesondere, weil jede von ihnen zu den beiden andern 
rechtwinklig ist, die Achsen derselben. 

178. Wenn durch eine beliebige Tangente einer 
Fläche zweiten Grades zwei Tangentenebenen an eine 
zu ihr confocale Fläche gelegt werden, so bilden die- 
selben mit der Tangentenebene der ersten Fläche in 
dem gegebenen Punkte gleiche Winkel. 

Denn diese Tangentenebene ist nach dem letzten Artikel eine 
Hauptebene des Kegels, welcher den gegebenen Punkt zum Schei- 
tel hat und die confocale Fläche berührt, während die beiden 
Tangentenebenen des Satzes Tangentenebenen dieses Kegels sind; 
und zwei Tangentenebenen eines Kegels, welche durch eine in 
einer Hauptebene enthaltene Gerade hindurchgehen, machen mit 
dieser Ebene gleiche Winkel. 

Die Focalkegel, d. h. diejenigen Kegel, welche aus beliebigen 
Scheitelpunkten über den Focalkegelschnitten einer Fläche zweiten 
Grades beschrieben werden, sind die Grenzfälle von Kegeln, welche 
die confocalen Flächen umhüllen und die zwei Tangentenebenen 
eines Focalkegels, welche durch eine beliebige Tangente einer 
Fläche zweiten Grades gelegt werden können, machen daher gleiche 
Winkel mit der Tangentenebene der Fläche, welcher jene Tan- 
gente angehört. 

Wenn die Fläche zweiten Grades selbst ein Kegel ist, so 
reduciert sich ihr Focalkegelschnitt auf zwei gerade Linien und 
das eben ausgesprochene Theorem lautet in diesem Falle dahin, 
dass jede Tangentenebene eines Kegels mit denjenigen Ebenen 
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gleiche Winkel bildet, welche die Berührungsseite er der 
Focallinien- bestimmt. Wir werden diesen Satz im X. Kapitel 
unabhängig beweisen. E 

179. Aus Artikel 177 folgt, dass die Gleichung des 
Tangentenkegels einer Fläche zweiten Grades die 
Form 

4а? + Ву + С2? — 0 

annehmen muss, wenn die Normalen der durch seinen 
Scheitelgehenden confocalen Flächen alsCoordinaten- 
achsen gewählt werden. Indem wir diess durch eine wirk- 
liche Transformation bestätigen, erhalten wir zugleich einen unab- 
hängigen Beweis des Satzes des Artikel 177 und die Kenntniss der 
wirklichen Werthe von 4, B, С, welche uns später mehrfach von 
Nutzen sein wird. 

Die im Artikel 74 gegebene Gleichung des Tangentenkegels ist 


x? у? 2? а? y? 2? 
Era) Geha) 


a? с? а? с? 

2 yy 2 ar 2 e 
(аа аў 

а? b є 


und sie wird, zu parallelen Achsen durch den Scheitelpunkt des 
Kegels transformiert, in die Form 


а? у? x? ) E у? al 
(жр + az? р К.А 


а 
кор + 0; 9 zl 


übergeführt. Um sie nun auf die drei bezeichneten Normalen als 
Achsen zu beziehen, haben wir die Richtungscosinus dieser Linien 
in die Formeln des Artikel 15 einzusetzen und erkennen, dass wir 


CS. ze e 
Sp Da р 
für æ кй x + Р; у + а? ©, 


ГА г 

H 
für 3 e Ę Ss % 
у eeët oe У 

Z € 

а De pz H: 
fürz -z £ e } emm Z 

SC + Zen HE or? 


zu substituieren haben. 
180. Um das Resultat dieser Substitution leichter zu erkennen, 
werden die folgenden Formeln nützlich sein. Ist 
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/? ” „° 
= T e т 2 = 1 == $°%), 
so haben wir wegen 
Gef n n 
s + уз + я = 0 
а E у? 89-73. 8 
аа? у? Gei d?—a?’ 
wir finden in gleicher Art 
x? у? z? $ 
паз + pye Б а ES GR 
und aus Zei: 
x? у? z? $ 
дааа руч TF аа (ee 
Ueberdiess erhalten wir aus 
а? = z? 
a^ + o Sie Séi =. J 
und 
x" у? A S 
a? a? d уз? T с? с? а2—а? 
x? у? 22 S 1 
Ke T Б? ж GK TF (a? — a)? es р? (?—a?)' 


181. Wenn wir nun die verlangte Transformation ausführen, 

so erhalten wir auf der linken Seite der Gleichung des Artikel 179 
den Coefficienten von x? in der Form 

Е Er “ 2? | 

р? 8 N Se + з? "Е ті 


und den Coefficienten von xy in der Form 


e у? z? Sab 
2рр sis WË zk Въ e стс: 


die linke Seite der transformierten Gleichung wird daher 


*) Wir bemerken, dass 
g = A) (a — a?) (d"?— aè) 
PS 
ist, weil а? — а, d'?—a?, а ®%—а% die Wurzeln der eubischen Gleichung 
des Artikel 166 sind, deren absolutes Glied 


== а 2 с? 8 
ist, 


Salmon, Anal. Geom, d, Raumes. 17 
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in der nämlichen Weise behandeln, so erhalten wir 


px Ee pz 
s Lia t ёа + ра), 


а а 


und erkennen, dass ihr Quadrat gegen die erste Gruppe der Glie- 
der der linken Seite verschwindet, so dass die Gleichung des Ke- 
gels in die Form 


d. i. die erwartete transformierte Form, übergeht. 

182. Als specielle Fälle des Vorigen ergeben sich die Gleich- 
ungen der Fokalkegel (Artikel 178) d. h. der Kegel, wel- 
che aus dem beliebigen Punkte (2, у, 2) über der Fo- 
calellipse und der Focalhyperbel beschrieben werden. 
Sie ehtsprechen den Werthen 

a — с, а? — 6 


für das Quadrat der primären Achse, ihre Gleichungen sind daher 


2 2 2 

2 y z 

с? 7 е? + с? Ps 0, 
2 2 2 

x у 2 

v2 } Det? } De — 0. 


Wir hätten diese Gleichungen auch direct erhalten können, 
wenn wir die Gleichungen der Focalkegel wie im 12. Beispiel des 
Artikel 117 gebildet und sie dann wie in den letzten Artikeln 
transformiert hätten. 

Man erkennt ohne Schwierigkeit, dass irgend eine Normale 
und die entsprechende Tangentenebene mit jeder der Hauptebenen 
einen Punkt und eine Gerade bestimmen, welche in Bezug auf 
den Focalkegelschnitt derselben Pol und Polare sind. Es ist ein 
specieller Fall des Artikel 177. 

183. Wir geben an dieser Stelle auch die entsprechende 
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Transformation der Gleichung der Fläche zweiten Gra- 
des selbst, weil wir alle dazu nöthigen Formeln im Vorher- 
gehenden gefunden haben. 
Die zu parallelen Achsen durch den Punkt (а, у, 2) trans- 
formierte Gleichung ist 
) = 0; 


а? 2 z? | xx j 
SA st Alt E A 
а? р ps a b 
22 


с? 


ЫҢ 


da nun die Transformation der Polynome 
2 2 

o у 
zty 

zu den drei durch jenen Punkt gehenden Normalen der entspre- 
chenden confocalen Flächen als Achsen im Artikel 181 gegeben 
worden ist, so wird die fragliche transformierte Gleichung sofort 


in der Form 


„2 ГА D 
+ sw + + 


gefunden. Die auf der linken Seite derselben zwischen den Klam- 
mern stehende Grösse giebt überdiess, gleich Null gesetzt, die 
transformierte Gleichung der Polarebene des Punktes. 

Wenn der Punkt Le, у, z) in der Fläche selbst liegt, so 
erfährt diese Gleichung eine Veränderung, die wir angeben wol- 
len. Die zu parallelen Achsen transformierte Gleichung ist dann 

а? у? 2? ax’ уу zz 
С A S 
und bei der Transformation wird der Coefficient von æ? 
= у? z?) 
2 
р A + bp F КШ 


— wir wollen ihn durch 


1 
у? 
kurz bezeichnen — der von y? 
x í? '2 /2 
„ [ & Sa, 2 с> 1 
Р E а? шр їз? + ла) паа" 
der von ту 
ef SE 2 A 2р o _ 
ze (im + im + шл) = ee 
17 
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der Coefficient von yz verschwindet identisch und die Glieder 
vom ersten Grade reducieren sich auf 


22 
Г 
die transformierte Gleichung ist daher 
у? z? 2p xy 2p'xz 2x 
ata ara Ei раа) р 0 


184. Wir geben endlich an dieser Stelle die Transfor- 
mation der Gleichung der Reciprocalfläche in Bezug 
auf irgend einen Punkt für die drei Normalen des 
confocalen Systems durch diesen Punkt als Achsen. 

Die Gleichung der Reciprocalfläche ward in Artikel 162 ge- 
funden 

Lea + уу +2 + RP = а?а? + Ki + ezr. 
Durch Transformation geht nach den Formeln des Artikel 179 
- die Grösse 
(к + yy + 22) їй (рх + ру + р: +k) 
über; für die Transformation von 
а?а? + у? + e?z? 
findet man den Coefficienten von =? 
„ Гаа? By? ez? 
в (е + 97) 
а т а (ei, vi 22 
E ( кина) ни (атаа 
= а? — а? + р”; 
der Coefficient von у ist 
‚„ (ee у? 122 
avv Dn + ууз + зра}, 


und weil 
2 CH 2 
а у # 
2 
walte + руз + zl 0 
und 
x? у? 2? 
a”? + у? „2 — d 
ist, so haben wir 
Arzt 022 vie? 
dei Ё pes" oe 
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und die transformierte Gleichung erhält die Form 
(a? ч 36 а?) а? + (а”? — а?) у? + (a? — а?) 2? 
+ 21° (рх + ру + р") + А = 0. 

185. Wenn wir nun zu der im Artikel 151 gegebenen Gleich- 
ung des Tangentenkegels zurückkehren, so beweist ihre Form, 
dass alle concentrischen Kegel, welche einem System 
von confocalen Flächen umschrieben sind, coaxial 
und confocal sind. Denn die drei Normalen, welche durch 
den gemeinschaftlichen Scheitel gehen, sind für jeden Kegel des 
Systems die Achsen, und die Form der Gleichung zeigt, dass die 
Differenzen der Quadrate der Achsen von a? unabhängig sind. 


Die Gleichungen der gemeinschaftlichen Focallinien dieser Ke- 

gel sind nach Artikel 140 

а? = 

SC E =з ee EL == 
a?— а? KEE 0 
Wenn nun im Artikel 172 bewiesen wurde, dass der Central- 
schnitt des Hyperboloids mit einer Mantelfläche, welches durch 
(x, у, z) geht, durch 
ei z? 

RO + =, МОЕ, Мені 1 

б" -—6 Mal N; 
dargestellt wird, so folgt aus der Wahrheit, dass der Schnitt 
des Hyperboloids mit der Tangentenebene dem Centralschnitt 
ähnlich oder durch 

Së 22 

т ee, cs a8) AE 0 

gim g GEF mpg с 
gegeben ist, der Satz von Chasles und Jacobi: Die Focal- 
linien des Systems von Kegeln, welche aus einem be- 
liebigen Punkte den Flächen eines confocalen Systems 
umgeschrieben sind, sind die Erzeugenden des Hyper- 
boloids mit einer Mantelfläche unter ihnen, welches 
durch diesen Punkt geht#). 


Man kann denselben auch so beweisen: Wenn man durch 
eine beliebige Seite eines unter diesen Kegeln die Tangentenebene 


*) „Liouville’s Journal“ t. ХІ, p. 121. „Crelle’s Journal“ Bd, XII, 
р. 187. 
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desselben und Ebenen durch die erzeugenden Linien jenes Нурег- 
boloids hindurchlegt, so sind diese Letzteren Tangentenebenen des 
Hyperboloids und bilden daher nach Artikel 178 mit der Tangen- 
tenebene des Kegels gleiche Winkel. Diese zwei Erzeugenden haben 
also die Eigenschaft, dass die durch sie und eine beliebige Seite 
des Kegels gelegten Ebenen mit der entsprechenden Tangenten- 
ebene desselben gleiche Winkel einschliessen, eine Eigenschaft, 
welche nach Artikel 178 den Focallinien angehört. 

Zusatz 1. Die Reciproken eines Systems von confo- 
calen Flächen in Bezug auf irgend einen Punkt haben 
die nämlichen Kreisschnitte. Denn die Reciprocalllächen 
der diesem Punkte entsprechenden Tangentenkegel haben nach 
Artikel 141 dieselben Kreisschnitte, und sie sind die Asymptoten- 
kegel der Reciprocalllächen. 

Zusatz 2. Die Orthogonalen Ргојесііопеп eines Sy- 
stems von confocalen Flächen auf eine Ebene sind con- 
focale Kegelschnitte. Diese Projectionen sind die Durchschnitte 
der gedachten Ebene mit den zu ihr normalen die Flächen des 
Systems umhüllenden Cylindern, und man kann diese Letzteren 
als ein System von Tangentenkegeln betrachten, welche den unend- 
lich entfernten gemeinschaftlichen Punkt der Erzeugenden zum 
Scheitel haben. 

186. Unter den Flächen eines confocalen Systems 
existieren im Allgemeinen zwei, welche eine gegebene 
gerade Linie berühren. 

Sei (2, у, т) ein Punkt der betrachteten Linie und sind 
а, а”, а die Achsen der drei Flächen des Systems, welche durch 
ihn hindurchgehen, с, В, у die Winkel, welche diese Linie mit 
den Achsen bildet; so erhellt aus Artikel 181, dass das а der 
gesuchten Fläche durch die quadratische Gleichung 


cos? а cos? В соз? у 


a’? ЕТЕТ a? а”? TE a? Së = а? 


= 0 


bestimmt wird. Sind nun a, a’ die Wurzeln dieser Gleichung, 
so haben die beiden Kegel 
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die gegebene Gerade zur gemeinschaftlichen Seite und man be- 
weist genau wie im Artikel 170, dass die Tangentenebenen der 
Kegel, welche durch diese Linie gehen, zu einander rechtwinklig 
sind. Da aber die Tangentenebenen des Tangentenkegels einer 
Fläche auch Tangentenebenen dieser Letzteren sind, so ergiebt 
sich daraus, dass die durch eine gerade Linie gehenden 
Tangentenebenen der beiden sieberührenden Flächen 
einesconfocalenSystemszueinanderrechtwinkligsind, 

Zuweilen findet man die Eigenschaft, dass die von einem Punkt 
ausgehenden Tangentenkegel von zwei sich durchschneidenden con- 
focalen Flächen zweiten Grades einander rechtwinklig durchschnei- 
den, dahin ausgesprochen, dass zwei confocale Flächen, von 
einem beliebigen Punkte aus gesehen, einander recht- 
winklig zu durchschneiden scheinen. 

187. Die Normalen der Flächen eines confocalen 
Systems, welche den durch eine gegebene gerade Li- 
nie gehenden Tangentenebenen derselben entspre- 
chen, sind die Erzeugenden eines hyperbolischen Pa- 
raboloids. 

Sie sind offenbar einer Ebene parallel, nämlich der zur ge- 
gebenen Linie normalen Ebene; und wenn wir irgend eine der 
confocalen Flächen betrachten, so enthält nach Artikel 174 die 
Normale, welche irgend einer durch jene Gerade gehenden Ebene 
entspricht, den Pol dieser Ebene in Bezug auf die angenommene 
confocale Fläche, einen Punkt also, welcher ein Punkt der Polar- 
linie der gegebenen Geraden in Bezug auf diese confocale Fläche 
ist; in Folge dessen schneidet jede Normale die Polarlinie der 
gegebenen Geraden in Bezug auf irgend eine der confocalen Flä- 
chen und die durch die Normalen erzeugte Fläche ist daher ein 
hyperbolisches Paraboloid. (Artikel 111.) Die Polarlinien der eben 
angestellten Erörterung siod für das nämliche Paraboloid die Er- 
zeugenden des andern Systems. 

Die beiden Punkte, in denen diess Paraboloid die 
gegebene gerade Linie schneidet, sind die zwei Punkte, 
wo dieselbe die beiden confocalen Flächen berührt. 

Wenn die gegebene gerade Linie selbst für eine 
der Flächen des Systems (S) eine Normale ist, so er- 
halten wir einen bemerkenswerthen ѕресіеПеп Fall. 
Die Normale, welche irgend einer der durch sie gehenden Ebenen 
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entspricht, wird nach Artikel 175 gefunden, indem man von dem 
in Bezug auf jene Fläche S genommenen Pol dieser Ebene auf 
dieselbe eine Normale fällt; es ist aber offenbar, dass jener Pol 
und diese Normale in der Tangentenebene von S liegen müssen, 
zu welcher die gegebene Gerade normal ist. In diesem Falle 
liegen somit die Normalen in einer und derselben 
Ebene. 

Aus dem Principe, dass das Doppelschnittverhältniss von vier 
durch eine gerade Linie gehenden Ebenen mit dem Doppelschnitt- 
verhältniss ihrer in Bezug auf irgend eine Fläche zweiten Grades 
genommenen Pole übereinstimmt, wird sogleich erkannt, dass 
irgend vier Normalen alle die der gegebenen Linie in Bezug auf 
die Flächen eines conlocalen Systems entsprechenden Polarlinien 
homographisch theilen; daher umhüllen in dem betrachte- 
ten speciellen Falle die sämmtlichen Normalen noth- 
wendig einen Kegelschnitt, und zwar eine Parabel, 
weil die Normale in einer ihrer Lagen ganz in unendlicher Ent- 
fernung liegt, nämlich in dem Falle der unendlich grossen Kugel, 
welche dem System der confocalen Flächen nach Artikel 166 
angehört. 

Der Fusspunkt der gegebenen Linie in derjenigen 
Fläche des Systems, für welche sie eine Normale ist, 
liegt in der Directrix der Parabel. 

158. Wenn e, В, у die auf die Normalen durch den Schei- 
tel bezogenen Richtungswinkel der Normale zu einer Tangenten- 
ebene des Kegels der Artikel 179, etc. bezeichnen, so müssen 
dieselben, weil die bezeichnete Normale dem reciproken Kegel 
angehört, die Relation 

(a? — а?) cos?« + (a? — а?) cos? + (a? — a?) cos y = 0 

oder 

a? cos? а + а? соѕ В Lei cos? у = а? 
erfüllen. Dieselbe erlaubt uns, die Achse der Fläche des 
Systems zu bestimmen, welche irgend eine Ebene be- 
rührt; denn für einen beliebigen Punkt dieser Ebene wissen 
wir die ihm entsprechenden o, а”, a”, so wie die Winkel, wel- 
che die drei durch ihn gehenden Normalen mit der Ebene ein- 
schliessen, so dass die Grösse а? ebenfalls bekannt ist. 


189. Wenn die Relation des letzten Artikels unabhängig be- 
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wiesen wäre, so würde durch Umkehrung der Schlussordnung 
aus ihr ein Beweis für die Gleichung des Tangenten- 
kegels im Artikel 181 ohne Transformation der Coor- 
dinaten hervorgehen. 
Der folgende Beweis der Relation rührt von Chasles her: 

Die Grösse 

а? cos? + a”? соѕ 8 + а”? cos %y 
ist die Summe der Quadrate der Projectionen der Linien a, а, а” 
auf eine Normale zur gegebenen Ebene. Wir haben im Artikel _ 
173 gesehen, dass diese Linien die Achsen einer durch das Ori- 
ginalcentrum gehenden Fläche sind, welche den Punkt (а, y’, z’) 
zu ihrem Gentrum hat. Und es ist in demselben Artikel bewiesen 
worden, dass der Radius vector vom Centrum nach (x, у, z’) 
mit zwei Geraden, welche den Achsen der Focalellipse parallel 
und gleich sind, ein System von drei conjugierten Durchmessern 
bildet. Wir wissen ferner aus Artikel 93, dass die Summe der 
Quadrate der Projeetionen von drei conjugierten Durchmessern 
einer Fläche zweiten Grades auf eine beliebige Gerade eine Con- 
slante, d. i. der Summe der Quadrate von drei andern conjugier- 
ten Durchmessern derselben Fläche gleich ist. Daraus folgt dann, 
dass die Grösse 

a? соѕ 2а + a”? cos?B + a”? cos io 
gleich ist der Summe der Quadrate der Projeetionen des Radius 
vector und zweier den Achsen der Focalellipse paralleler und glei- 
cher Linien auf die vom Centrum auf die gegebene Ebene gefällte 
Normale. Nun sind die beiden letzten Geraden nach Grösse und 
Richtung constant, also auch die bezeichneten Projeetionen der- 
selben, und die Projection des Radius vector ist constant, weil 
sie die Normale selbst ist, so lange der Punkt (a, у", 2) der ge- 
gebenen Ebene angehört, also ist bewiesen, dass die betrachtete 
Grösse 

а? cos?« + a”? cos?B + а”? cos ?у 
constant ist für alle Lagen des Punktes (2. у, 2) in einer festen 
Ebene, und man erkennt, dass dieser constante Werth das a? der 
die Ebene berührenden Fläche des Systems ist, weil dieser Werth 
sich für 

сове = 1, сов == 0, созу'== (0 
ergiebt. 

190. Der Ort des Durchschnitispunktes von drei zu 
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y 
einander rechtwinkligen Ebenen, von denen jede eine 
von drei confocalen sich in einem Punkt schneiden- 
den Flächen tangiert, ist eine Kugel. 
Man gelangt zum Beweise dieses Satzes ganz wie im Artikel 
89; man addiert 


pP == а соз?« + b? соѕ 8 Le соз?у, 

р? = d? соѕ 20 + b? соѕ 28 + с? соз?у, 

р = «? соѕ а” + b”? соз?8” + с”? cos ?y” 
und erhält 


о? = а? к 0 4 с? 4 (а — а) + (а? — а?), 
wenn о die Entfernung des Centrums vom Durchschnittspunkt der 
Ebenen bezeichnet. Durch die Subtraction der beiden Gleichungen 

р? == а? соз а + b? соѕ 28 + с? соз ?у, 

р? == а? соѕ ?а + b? соѕ 8 + с? cos y 
erkennen wir ferner, dass die Differenz der Quadrate der 
auf zwei parallele Tangentenebenen von zwei confo- 
calen Flächen gefällten Normalen constant und 
er 
ist. 

191. Zwei Kegel von gemeinschaftlichem Centrum 
umhüllen zwei confocale Flächen; man soll die Länge 
des Abschnittes bestimmen, der in einer ihrer gemein- 
schaftlichen Seiten durch eine durch das Centrum 
gehende Ebene bestimmt wird, welche der Tangenten- 
ebene einer der durch den Scheitel gehenden confo- 
calen Flächen in diesem parallel ist. 

Die in den vier gemeinschaftlichen Seiten gebildeten Ab- 
schnitte sind von gleicher Grösse, weil diese Seiten gegen die 
Schnittebene gleich geneigt sind, als welche einer gemeinschaft- 
lichen Hauptebene beider Kegel parallel ist. 

Für die en von zwei confocalen Kegeln 


а? z? x у? 22 
= ++ ist а + р + Sg 


gelten die Gleichungen 
а? у? e 2 
RN 602—0). Fre 
und wenn wir den a er Werth dieser Quotienten 
durch 4? bezeichnen, so ist 
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а® +7 + = R бё — (82—09) Pe. 

Indem wir dann die Werthe von ei, 7, y? aus den Gleich- 
ungen der Tangentenkegel (Artikel 186) einsetzen und erinnern, 
dass das £? der Ebene durch das Centrum gleich 

аъ? с? 2 
CETAN CT (Artikel 173) 
ist, erhalten wir für das Quadrat des fraglichen Abschnitts den Werth 
ас? 
(а? — а?) (4?— а?)` 

Wenn die Flächen sämmtlich von verschiedenen 
Arten sind, so zeigt dieser Werth, dass der bezeich- 
nete Abschnitt der Normale gleich ist, welche vom 
Centrum auf die Tangentenebene in ihrem Durch- 
schnittspunkt gefällt wird. 

Wenn wir speciell voraussetzen, dass die betrachteten Kegel 
über der Focalellipse und der Focalhyperbel des Systems beschrie- 
ben sind, so ist 


а? == а? — e, а? ss а? — bi 
und der Werth des Abschnitts redueiert sich auf а; d. h. wenn 
dureh irgend einen Punkt eines Ellipsoids eine Sehne 
gezogen wird, welche beide Focalkegelschnitte schnei- 
det, soist derinihr durch eine der Tangentenebene des 
Punktes parallel durch das Centrum gehende Ebene be- 
stimmte Abschnitt der grossenAchse der Fläche gleich. 

Diess von Mac-Callagh gefundene Theorem ist das Analo- 
gon des Satzes für ebene Сигуеп, nach welchem eine durch das 
Centrum parallel zu einer Tangente einer Ellipse gezogene Paral- 
lele in den Focalstrahlen des Berührungspunktes Abschnitte be- 
stimmt, welche der Hauptachse gleich sind. 

192. Auf Grund der eben entwickelten Prineipien hat Chas - 
les die Lösung des Problems gegeben, die Grösse und Rich- 
tung der Achsen einer centralen Fläche zweiten Gra- 
des aus einem gegebenen System conjugierter Durch- 
messer zu bestimmen. 

Wenn wir die Ebene von zweien derselben betrachten, so 
können wir nach den Gesetzen der ebenen Geometrie die Grösse 
und Richtung der Achsen des ihr entsprechenden Schnittes be- 
stimmen. Seiner Ebene ist die dem Punkte Р, dem Endpunkte 
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des dritten Durchmessers, entsprechende Tangentenebene der 
Fläche parallel. Nun ward im Artikel 173 bewiesen, dass das 
Centrum der gegebenen Fläche zweiten Grades der Durchschnitts- 
punkt von drei confocalen Flächen ist, die in Р ihr Centrum 
haben. Wenn wir die Focalkegelschnitte dieses neuen Systems 
bestimmen, so schneiden sich die beiden aus dem Centrum der 
gegebenen Fläche über diesen beschriebenen Focalkegel in vier 
geraden Linien, welche mit einander sechs Ebenen bestimmen, 
deren Durchschnittslinien die Richtungen der fraglichen Achsen 
bezeichnen, während nach Artikel 191 die durch den Punkt 
gehenden Tangentenebenen in ihnen die der Länge der Achsen 
gleichen Stücke abschneiden. 

Die fraglichen Focalkegelschnitte werden aus der Kenntniss 
ihrer Ebenen und der Richtung ihrer Achsen leicht construiert, 
da die Länge derselben überdiess durch 

ee den eg RE паа да 
ausgedrückt sind und die Achsenlängen des gegebenen Schnittes 
a? — а, a — а? (Artikel 172), 
welche bekannt sind, jene direct bestimmen. 

193. Wenn durch einen Punkt Р in einer Fläche 
zweiten Grades eine Sehne gezogen wird, welche wie 
im Artikel 191 zwei confocale Flächen berührt, so kön- 
nenwireinenAusdruck für dieLänge derselben finden. 

Wir ziehen einen ihr parallelen Halbdurchmesser durch das 
Centrum und bezeichnen seine Länge durch R; wenn wir dann 
durch Р eine zu diesem Durchmesser conjugierte Ebene und eine 
Tangentenebene legen, so bestimmen beide in jenem Durchmes- 
ser, vom Centrum aus gemessen, Abschnitte, deren Product = А? 
ist. Nun ist aber der durch die conjugierte Ebene bestimmte Ab- 
schnitt die Hälfte der fraglichen Sehne und der der Tangenten- 
ebene entsprechende ist derselbe, dessen Werth wir im Artikel 191 
gefunden haben. Daher ist 
2R? y Àa? — a?) (a? — a?) 

abe : 

Wenn die betrachtete Sehne insbesondere diejenige ist, welche 

die beiden Focalkegelschnitte schneidet, so haben wir 


ess 


ai == а? Ki а? = gi 0% 


und daher 
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194. Man soll den Ort der Scheitel aller der ge- 
raden Kegel bestimmen, welche eine gegebene Fläche 
zweiten Grades umhüllen. 

Damit die Gleichung 

e? y? “4 


= „чч „ЕСЕ еше 
a? — a? а'? — 


EE" Zem 
einen geraden Kegel darstellt, müssen zwei ihrer Coefficienten 
einander gleich sein, d. h. man muss entweder 


r 


a = а, oder а = a” 

haben, oder in andern Worten, die Gleichung des Artikel 166 
muss für den fraglichen Punkt (x, y, z) zwei gleiche Wurzeln 
haben. Da nun nach der Untersuchung der Grenzen der Wur- 
zeln gleiche Wurzeln nur unter der Voraussetzung möglich sind, 
dass A einer der Hauptachsen gleich ist, so erkennen wir als den 
fraglichen Ort die Focalkegelschnitte der Fläche. Diess stimmt 
mit dem, was im Artikel 144 bewiesen ist, überein. 

Wir erkennen daraus, dass die Reeiproke einer Fläche 
zweiten Grades in Bezug auf einen ihrer Focalpunkte 
eineUmdrehungsfläche ist, und dass insbesondere als 
Reciprocalfläche in Bezug auf einen Kreispunkt ein 
Umdrehungsparaboloid erhalten wird. Denn ein Kreis- 
punkt gehört zugleich einem Focalkegelschnitt (Artikel 139) und 
der Fläche selbst an, und aus dem letzteren Grunde bekanntlich 
ist die entsprechende Reeiprocalläche ein Paraboloid. 

Als ein anderer specieller Fall unseres Satzes ergiebt sich, 
dass einer centralen Fläche zweiten Grades zwei ge- 
rade Cylinder umschrieben werden können, deren Er- 
zeugende den Asymptoten der Focalhyperbel parallel 
sind. (Vergl. Artikel 115.) Endlich ergiebt sich, dass der über 
der Focalellipse stehende Kegel nur dann ein gerader 
Kegel ist, wenn sein Scheitel der Focalhyperbel an- 
gehört und umgekehrt; ein Ergebniss, welches ohne allen 
Bezug auf die confocalen Systeme dahin ausgesprochen werden 
kann, dass der Ort der Scheitel derjenigen geraden 
Kegel, welche über einem gegebenen Kegelschnitt 
stehen, ein zweiter Kegelschnitt ist, der die Brenn- 
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punkte des ersteren zu Scheiteln und seine Scheitel 
zu Brennpunkten hat und dessen Ebene normal zur 
Ebene des ersteren steht.*) Wenn 
22 y? 
И 
die Gleichung des einen Kegelschnitts ist, so erhält man die des 
andern in der Form 


se? 


We z 
ge une Dos 

Es ward im Artikel 163 (Beispiel 8) bewiesen, dass der aus 
einem Focalpunkt einer Umdrehungsfläche an eine sie umhüllende 
Fläche zweiten Grades gehende Tangentenkegel ein Umdrehungs- 
kegel sei und im Zusammenhang dieses Artikels erkennen wir 
nun, dass die Focalkegelschnitte einer Fläche zweiten 
Grades den Ort der Focalpunkte aller der Umdrehungs- 
flächen bezeichnen, welche derselben umgeschrieben 
werden können. 

195. Die folgenden Beispiele mögen zur ferneren Erläuter- 
ung der entwickelten Prineipien dienen. 

Beispiel 1. Welches ist der Ort des Durchschnittspunk- 
tes derjenigen Erzeugenden eines Hyperboloids, welche 
sich rechtwinklig durchschneiden? 

Da der Durchschnitt einer mit der Ebene solcher Erzeugenden — 
einer Tangentenebene — parallelen Ebene mit der Fläche eine gleichsei- 
tige Hyperbel ist, so gilt nach Artikel 172 die Relation 

(02 — а) + («? — а") = 0; 
und da nach Artikel 169 das Quadrat des Radius vector für den betrach- 
teten Punkt durch 
а? +0"? +"? — (a? — a?) — (a? — а") 
ausgedrückt ist, so erkennen wir als den fraglichen Ort den Durchschnitt 
des Hyperboloids mit einer Kugel, für welche das Quadrat des Halb- 


теѕѕегѕ 
Z "a CH v2 ab с 


Man sieht, die Frage kann allgemeiner aufgefasst werden als die 
Frage nach den Tangentenebenen, deren parallele Centralschnitte einem 
gegebenen Kegelschnitt ähnlich sind; sie überträgt sich damit auf alle 
Flächen zweiten Grades, während sie zunächst nur auf die geradlinigen 
sich zu beziehen scheint. 


ist. 


*) Vergl. Artikel 117, Beispiel 12. 


http://rcin.org.pl 


= SE = 


Dasselbe Resultat erhält man durch folgende Schlüsse: Wenn zwei 
Erzeugende rechtwinklig zu einander sind, so bildet ihre Ebene mit den 
beiden durch je eine von ihnen mit der ihrem Durchschnittspunkt ent- 
sprechenden Normale bestimmten Ebenen ein System von drei zu einander 
normalen Tangentenebenen der Fläche, und der Durchschnittspunkt der- 
selben liegt daher nach Artikel 89 auf der Kugel 


а? 4p b 4 ellr. 
Die Durchschnittspunkte der zu einander normalen Erzeugenden des 
Paraboloids 


EE EN. 
а? ЖЕЛ: 
liegen in der Ebene 
e а? 
PE 


(Vergl. Artikel 106.) 


Beispiel 2. Man soll den Ort des Durchschnitts von drei 
Tangenten einerFläche zweiten Grades bestimmen, welche 
rechtwinklig zu einander sind. (Artikel 117, Beispiel 8.) 

Wenn wir durch с, В, у die von einer dieser Tangenten mit den 
Normalen des fraglichen Punktes gebildeten Winkel bezeichnen, so gelten, 
weil jede dieser Tangenten dem durch den Punkt gehenden Tangenten- 
kegel angehört, die drei Gleichungen 


cos? e cos? В FOR, _ б 
а? — а? а? — а? SC Mel 

соз? e cos? В' de со?у __ $ 
а? — а? 4“? — a Fer Жазды, 

соз?” cos? В” + созу. __ á 
а? — а? а? — a? ET EC 

und wir finden durch Addition derselben 
1 1 1 

а? — а? E а2— 4а? Т ara (e 


Nun sind die Grössen 


Lé Ha L 
а2—а?, а? — а?, а?—@? 


die drei Wurzeln der cubischen Gleichung des Artikel 166, welche nach 
Potenzen von A? geordnet, die Form 


А-А (4? -Ь у? +2 — а? — 1? — с?) 
25049 Jet È) a? (pa?) y+ (а?-Е17)4%— We— с?а?— а) 
+ реа? + coin? + а??? — a?b?e? == 0 
erhält. Die Bedingung für das Verschwinden der Summe der reciproken 
Werthe der Wurzeln dieser Gleichung ist das Verschwinden des Coeffi- 
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cienten von 42; somit ist durch sie die Gleichung des fraglichen Ortes 
gegeben. 

Beispiel 3. Der Schnitt eines Ellipsoids durch die Tan- 
gentenebene des Asymptotenkegels eines confocalen Hy- 
perboloids ist von constanter Fläche. 

Nach Artikel 91 ist der Inhalt des Querschnitts umgekehrt propor- 
tional zu der auf die Tangentenebene gefällten Normalen р und wir haben 


р? = а? cos? a + b? соз? В + с? cos? у. 


Da aber die Normale eine Seite des dem Asymptlotenkegel des Hy- 
perboloids гесіргокеп Kegels ist, so gilt auch die Relation 


0 = а? cos? a + b°? cos? В + с? cos? у, 


und es ergiebt sich also 
р? = а? — а?. 

Beispiel 4. Wenn еіп Umdrehungskegel einem Ellipsoid 
umgeschrieben ist, so enthält jedeihm eingeschriebene Ku- 
gel einen der Kreisschnitte des Ellipsoids und die Berühr- 
ung eines solchen mit ihm findet in seinen Kreispunkten 
statt. Die Focalhyperbel ist der Ort des Scheitels derjenigen Kegel, die 
ihm und einer veränderlichen es in einem Kreispunkte berührenden Kugel 
gleichzeitig umgeschrieben sind. (Vergl. Artikel 117, Beispiel 12.) 

Beispiel5. Man soll die Länge der vom Centrum auf die 
Polarebene des Punktes (2, у, =) gefällten Normalen in 
Function der Achsen der confocalen Flächen ausdrücken, 
welche durch diesen Punkt gehen. 

Man findet für 

a? — а= №, di а? = , а"? — а = Ё 
1 RER үп 1 1 1 1 1 
ar ane е ни аки” иа+ в): 

Beispiel6. Wenn eine Reihe von Ellipsoiden einem Ro- 
tationskegel nach derselben Berührungscurve einge- 
schrieben ist, so gilt unter ihren Halbachsen für zals eine 
Constante die Relation 

pô 
(0) a 
Der Scheitel S (5, &) eines dem Ellipsoid 
22 y? at 
— Za — = 1 
а? + b? x e 
umgeschriebenen Rotationskegels liegt auf der in der Eleng der Achsen 
a und с enthaltenen Focalhyperbel 
2 2 
SE — а ==: 


а? — bi ГУ Да 
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und die Berührungsellipse erscheint auf die Ebene 2:2 als in die Gerade 


$ 
+ ша 


projieiert; ihre Hauptachse 2а, kann als die Berährungssehne der уоп S 
an die Ellipse der Kreispunkte gezogenen Tangenten angesehen werden 
und man hat daher 


rk Ae Lait? + сї?) (е + eE — ас) 
` Sch д Ka + ср)? 
Um ihre kleine Halbachse b, zu bestimmen, sei das Ellipsoid durch 
eine das Centrum des Ellipsoids und den Scheitel des Kegels enthaltende 
Normalebene zur 22: Ebene geschnitten; in der entstehenden Ellipse ist 
b die eine und die Linie vom Centrum C nach dem Schnittpunkt s der 
Geraden CS mit der Hyperbel der Kreispunkte die andere Halbachse und 
die Achse b, ist die ihr für den Mittelpunkt m der Linie 2a, entspre- 
chende Ordinate und man findet daher 
ae) graa AEE) 
Fach а?ё? + сЕ? ` Gef? (a? + GEI? 
0 (а + с?! — ae?) 
ёе + сё 
Die Elimination von & und ¢ zwischen den Werthen уоп a,? und b,? 
vermittelst der Gleichung der Focalhyperbel liefert dann die Relation 
da ДЕ: „ЧӨК, Л 
ai MI (2—09) We 


welche unmittelbar den behaupteten Satz beweist. 


Li = 


196. Zwei Punkte, von denen je einer einem von 
zwei confocalen Ellipsoiden angehört, werden als cor- 
respondierende bezeichnet, wenn die Relationen 


Br ZWIESEL EZ 
wer А И! СҮРГҮ, 
durch ihre Coordinaten erfüllt sind. 
Da nach dem im Artikel 168 gefundenen Werthe 


„э 


e ?а?а? 
EE (a? Gs b?) (a? — с?) 


die Grösse 


Pe} 

a 
constant bleibt, so lange a°, а? unverändert sind, d. h. so lange 
der Punkt der Durchschnittslinie von zwei confocalen Hyperboloi- 


den angehört, so erkennen wir, dass die Durchschnitts- 
Salmon, Anal. Geom. d. Raumes, 18 
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curve von zwei confocalen Hyperboloiden ein System 
von confocalen Ellipsoiden in correspondierenden 
Punkten schneidet. 

Da die Hauptebenen als Grenzen dem System der confocalen 
Flächen angehören, so entsprechen Punkte der Hauptebenen, 
welche durch Gleichungen von der Form 


а др” уу Jenaka CN 7? 

а? FS а? — с?’ Ai SE? AE A 
bestimmt sind, einem Punkte (e, у, =) der Fläche, und wenn 
speciell dieser Punkt selbst einer Hauptebene angehört, ist der 
entsprechende Punkt ein Punkt des in ihr gelegenen Focalkegel- 
schnitts. 

197. Die Punkte der Ebene sy, welche dem Durch- 
schnitt eines Ellipsoids mit einer Reihe von confoca- 
len Flächen entsprechen, bilden eine Reihe von con- 
focalen Kegelschnitten, für welche die den Kreispunk- 
ten entsprechenden Punkte die gemeinschaftlichen 
Brennpunkte sind. s 

Wenn wir zwischen den Gleichungen 


= (0 


а? у? 2? а? у? z? 
= Ze + = 1 5 379 + a = 1 
а? 7 b? е? BT у? с? 
die Grösse z? eliminieren, so erhalten wir 
(a? PP с?) а? (b? E с?) 1 2 i 
аа? ур? TEY 
so dass die correspondierenden Punkte durch die Relation 
E СЕ | 
7 vn == 1 
а> + Ы? 


verbunden sind. Sie repräsentiert eine Ellipse für die Durch- 
schnitte mit Hyperboloiden mit einer Mantelläche und eine Hy- 
perbel für die Durchschnitte mit Hyperboloiden mit zwei Mantel- 
flächen. 
Die Coordinaten der Kreispunkte sind 
а? == а? йиз. Ach UE 
а? — е? 
und die der ihnen entsprechenden Punkte daher 
ЖХ? == а? — 0. P?=0; 


sie sind also die Brennpunkte des Systems confocaler Kegelschnitte. 
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Man repräsentiert zuweilen Curven, welche auf einem Ellip- 
soid verzeichnet sind, durch sogenannte elliptische Coordi- 
naten, d. h. durch Gleichungen von der Form 

Ф (а, а") = 0, 
welche eine Relation zwischen den Achsen der confocalen Hyper- 
boloide ausdrücken, welche durch irgend einen Punkt der Curve 
hindurchgehen. 

Da nun aus dem eben Entwickelten erkannt wird, dass а 
die halbe Summe und а” die halbe Differenz der Entfernungen 
der den Punkten des Ortes correspondierenden Punkte von den- 
jenigen Punkten darstellen, welche den Kreispunkten correspon- 
dieren, so können wir aus der Gleichung 

Фе у==@ 
eine Gleichung von der Form 
Фо +оо, о —– 0) = 0 
bilden und von ihr dann zu der Gleichung der Curve übergehen, 
welche in der Hauptebene dem gegebenen Orte auf der Fläche 
selbst entspricht. 

198. Wenn der Durchschnitt einer Kugel und eines 
Ellipsoids durch projicierende Gerade, welche der 
kleinsten oder grössten Achse parallel sind, auf eine 
Ebene der Kreisschnigte projiciert wird, so ist die 
Projection ein Kreis. 

Man erkennt diesen Satz leicht als eine Folge des allgemei- 
nen Satzes: Wenn zwei Flächen zweiten Grades gemein- 
schaftliche Kreisschnitte haben, so hat jede dureh 
ihre Schnitteurve gehende Fläche zweiten Grades die- 
selben Kreisschnitte. Und dieser Satz geht aus der ein- 
fachen Bemerkung hervor, dass das Resultat der Substitution 


in die Gleichung 
DA EE = 0 
einen Kreis repräsentieren muss, sobald dieselbe Substitution die 
beiden Gleichungen 
El! 

auf Kreisgleichungen reduciert. 

Wir halten es aber für nützlich, den hier ausgesprochenen 
speciellen Satz direct zu beweisen. Wir wählen als Achsen die 

18* 
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Achse der у, welche eine Gerade in der Ebene des Kreisschnit- 
tes ist, und eine Normale zu ihr in dieser Ebene und behalten 
daher die у unverändert, während das neue а? gleich dem alten 
а? 4 2? 
wird. Aus der Gleichung der Ebene des Kreisschnittes folgt 
з War Bergen 2 
б EE 
und das neue 2? ist daher 
02 а? — с? 
mi ee 
2 b? SE Р 
Da nun für die Durchschnittspunkte der Flächen 
Sc y? 


2 un b? + 
die Gleichung 


z? ‹ ‹ ә 2 
— == 1, Еа н ==? 


а с 


gilt, so folgt durch Substitution des eben bestimmten Werthes 
von 2° 
02 — с? 
b? 
was den Satz beweist. 
Man wird bemerken, dass wir, um die Projeetion auf die 
Ebenen der Kreisschnitte zu erhalten, y unverändert gelassen und 


+0) = е, 


е 02 — с? а? x Ре, 
für æ? den Werth aan © substituiert haben. 

Um aber wie im letzten Artikel den irgend einem Punkte 
der Fläche entsprechenden Punkt zu finden, war die Substitution 


a? BI 


respective für 
а аша y? 
zu vollziehen. Man sieht daraus, dass die Quadrate der ersteren 
Coordinaten zu denen der letzteren das constante Verhältniss 
62 — с? 
UK 

besitzen. Daher können wir aus den Ergebnissen des letzten Ar- 
tikels unmittelbar schliessen, dass die Projeetion des Durch- 
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schnitts von zwei confocalen Flächen zweiten Grades 
auf eine Kreisschnittebene der einen von ihnen ein 
Kegelschnitt ist, der die entsprechenden Projectionen 
der Kreispunkte zu Brennpunkten hat; und ferner, dass 
für jede durch ihre Gleichung 
Ф (а, а) = 0 

gegebene Curve auf dem Ellipsoid die algebraische Gleichung ihrer 
Projection auf die Ebene der Kreisschnitte abgeleitet werden kann. 

199. Die Entfernung zweier Punkte, von denen je 
einer auf einem von zwei confocalen Ellipsoiden liegt, 
ist der Entfernung der ihnen entsprechenden Punkte 


gleich. 
Wir haben 


(к — X? + (у— F’) + (2 — 2)? 
==: фу ++? + Pit Z — 9 (X + УУ + 22), 


und da nach Artikel 169 

а фу 22 = а 4 0° 4 С", ХҮ? + 22 = 2+ В? С” 
und für die entsprechenden Punkte 

XP HYH? = А4 с", а? у?-Е%== а?+ Pit? 


ist, so ist die Summe der Quadrate der Centralstrahlen nach bei- 
den Punkten für die zwei entsprechenden Punkte dieselbe Grösse; 
und das Theorem ist bewiesen durch die weitere Bemerkung, dass 
die Grössen 
gA: УЛ 4@ 
respective gleich sind den andern 
er, UV EZ, 
weil man hat 
жа zë æ == 2 etc. 

a Se А 
dess уоп J. Jvory herrührende Theorem ist von Wichtigkeit in 
der Theorie der Attractionen. 

200. Um eine Eigenschaft der Flächen zweiten Gra- 
des zu erhalten, welche der Eigenschaft der Kegelschnitte 
analog wäre, nach der dieSumme der Focaldistanzen 
constant ist, gab Jacobi dieser letzteren Eigenschaft den fol- 
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genden Ausdruck: Wenn man die beiden Endpunkte С, C’ der 
grossen Achse der Ellipse betrachtet, so vereinigt dieselbe Re- 


lation 
gh 0 2 


welche die Entfernungen von C und C’ von irgend einem Punkte 
ihrer Verbindungslinie verknüpft, auch die Entfernungen der Brenn- 
punkte von irgend einem Punkte der Ellipse. 

Wenn wir nun in analoger Weise im Hauptschnitt 
des Ellipsoids die drei Punkte nehmen, welche in dem 
vorher (Artikel 196) auseinander gesetzten Sinne dreien 
Punkten der Focalellipse entsprechen, so vereinigt die- 
selbe Relation, welche zwischen den Entfernungen 
jener Punkte von einem beliebigen Punkte ihrer Ebene 
stattfindet, auch die Entfernungen der letztern Punkte 
von irgend einem Punkte der Fläche. In der That sind 
nach Artikel 198 die Entfernungen der Punkte eines confocalen 
Kegelschnitts von einem Punkte der Fläche gleich den Entfer- 
nungen des diesem Letzteren entsprechenden Punktes der Haupt- 
ebene von den drei Punkten des Hauptschnittes *). 


201. Wenn umgekehrt der Ort eines Punktes zu bestim- 
men wäre, dessen Entfernungen von drei festen Punk- 
ten durch dieselbe Relation vereinigt sind, welche 
die Entfernungen der Eckpunkte eines Dreiecks mit 


*) Durch geometrische Betrachtung hat Townsend gezeigt („Cam- 
bridge and Dublin Mathematical Journal“, Vol, III, p. 154), dass diese 
Eigenschaft nur den Punkten der modularen Focalkegelschnitte ange- 
hört. In der That sind, wie aus den Formeln des Artikel 196 erhellt, 
die Punkte der Ebene у, welche irgend einem Punkte Lo, у, 2) des 
Ellipsoids entsprechen, imaginär. 

Townsend leitet Jacobi's Methode der Generation aus Mac- 
Cullagh’s Modular-Eigenschaft ab. Denn wenn man durch irgend einen 
Punkt der Fläche eine zu einem Kreisschnitt parallele Ebene legt, so 
schneidet dieselbe die den drei festen Focalpunkten entsprechenden 
Directricen in einem Dreieck von unveränderlicher Grösse und Gestalt, 
und die Entfernungen des Punktes der Fläche von den Brennpunkten 
sind in einem constanten Verhältniss zu seinen Entfernungen von den 
Ecken dieses Dreiecks. Und man kann ein ähnliches Dreieck bilden, 
dessen Seiten in bestimmtem Verhältniss verkleinert oder vergrössert 
sind, für welches die Entfernungen der Ecken vom Punkt La, у, 2) 
seinen Entfernungen von den Brennpunkten gleich sind, 
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den Seiten a, b, с von irgend einem Punkte seiner 
Ebene verbindet, so erhält man, wenn о, о, о” jene drei 
Entfernungen bezeichnen, nach Artikel 50 

a? (02—072) (6®—о”?) + 0° (02—02) (02—02) + e? (о”5— о?)(о”®—о?) 
PS а(04-с— а?) 02— р? (с2+а2—1)02— с? (a? +b’—c?) 07 + a?b?e? 

== 0; 

und da (02—02), еіс. als Functionen der Coordinaten nur vom 
ersten Grade sind, so ist der gesuchte Ort vom zweiten Grade. 

Indem man zeigt, dass diese Gleichung von der Form 

S + ІМ = 0 
ist, wo S eine unendlich kleine Kugel bezeichnet, welche einen 
solchen Punkt zum Centrum hat, weist man nach, dass jene drei 
Punkte, von denen die Entfernungen gemessen werden, Focal- 
punkte der Fläche zweiten Grades sind. Jener Nachweis ist ge- 
führt, wenn das Resultat der Substitution ` 
E sei 
in die vorige Gleichung als in lineare Factoren zerfallend er- 
kannt ist. Dasselbe ist І 
a? (02—02) (072—6) + (0202—2020) (02—62 + 02 — с), 
nnd wenn wir 
=e = І, 0" — 0—0 = М 
setzen, so geht es in die Gestalt 
LM + (622 — сМ) (L— M) 
oder 
b?I?— 2beLM соз А + eM? = 0 
über, wo A den Winkel des aus a, b, c gebildeten Dreiecks be- 
zeichnet, welcher a gegenüberliegt. Diese Gleichung zerfällt in 
zwei imaginäre Factoren und beweist somit, dass der betrachtete 
Punkt zu den Focalpunkten der modularen Gattung gehört. 

202. Der Ort der Berührungspunkte paralleler 
Tangentenebenen einer Reihe von confocalen Flächen 
zweiten Grades ist eine Hyperbel. 

Wir nehmen an, dass с, В, у die Richtungswinkel der ge- 
meinschaftlichen Normalen dieser Tangentenebenen bezeichnen und 
erkennen dann nach der Formel 


соз a == 2. (Artikel 85) 
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r cose für a, 


dass die Richtungscosinus des Radius vector irgend eines Berühr- 
ungspunktes durch 


а cos 0° со В с? соѕу 
7 МОТ, eg 

dargestellt sind. Wenn wir dann nach Artikel 14 die Richtungs- 
cosinus der Normale der Ebene des Radius vector und der Nor- 
male der Tangentenebene bilden, so erhalten wir für Ф als den 
vom Radius vector mit dieser Normale gebildeten Winkel diesel- 
ben in der Form 
(b? — с?) cos В cosy (c — а?) cosy сова (а — b?) cos « cosß 

треп Ф ,/ ep sind , rp sin Ф ` 

Der gemeinschaftliche Nenner dieser Ausdrücke repräsentiert 
aber das Doppelte des Inhalts des Dreiecks, welches vom Radius 
vector und jener Normale bestimmt wird; die doppelten Inhalte 
der Projectionen dieses Dreiecks auf die Coordinatenebenen sind 
daher durch 
(b? — с?) соѕ В cos у, (c? — а?) cosy cos, (a? — b?) cos « cos В 
ausgedrückt, und da diese Projectionen für ein System von con- 
focalen Flächen constant sind, so ist für ein solches System so- 
wohl die Ebene dieses Dreiecks, als auch seine Grösse constant. 
Wenn also CM die Normale der betrachteten Reihe von Tangen- 
tenebenen und PM das auf dieselbe von einem Berührungspunkte 
P gefällte Perpendikel bezeichnen, so ist die Ebene und die Grösse 
des Dreiecks CPM unveränderlich und der Ort von Р daher eine 
Hyperbel, für welche CM eine Asymptote ist. 

203. Das dem System confocaler Flächen 

bc 2 22 
пр + рр + атр 

entsprechende reciproke System ist ein System con- 
eyclischer Flächen 


(а? — А2) а? + (02 — А2) у? + (2 — А2) 22 — Rt. 
Diese Gleichung stellt ein System von Flächen zweiten Gra- 


des dar, welche durch eine gemeinschaftliche Curve gehen und 
welchem die Punkt-Kugel 


+2 + 2 = 0 


= 1 
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angehört. Daher ist das reciproke System in eine gemeinschaft- 
liche developpable Fläche eingeschrieben, und manche der in die- 
sem Kapitel für confocale Flächen abgeleiteten Eigenschaften er- 
geben sich als specielle Fälle von allgemeinen Eigenschaften der- 
jenigen Flächen, welche einer gemeinschaftlichen developpabeln 
Fläche eingeschrieben sind*). (Man vergleiche Artikel 132, 170 
122 und 175.) 

Da der aus einem Punkte eines Focalkegelschnitts an die 
Fläche gelegte Tangentenkegel ein Umdrehungskegel ist, d. h. ein 
solcher, welcher mit dem unendlich entfernten imaginären Kreise 
(Artikel 134) eine doppelte Berührung hat, so ergiebt sich, dass 
von jedem Punkte eines Focalkegelschnitts zwei ima- 
ginäre Ebenen ausgehen, welche jede confocale Fläche 
berühren, und wir erkennen geometrisch die Existenz 
dieser developpabeln Fläche, deren Tangentenebenen 
sämmtliche confocale Flächen berühren. Wir erkennen 
auch, dass sie mit derjenigen developpabeln Fläche 
identisch ist, welche von den durch die Tangenten 
des unendlich entfernten imaginären Kreises gehen- 
den Tangentenebenen der Fläche gebildet wird. Man 
bildet ihre Gleichung, indem man die Diseriminante 
der Gleichung der confocalen Flächen in Bezug auf 
2? bildet. Der unendlich entfernte imaginäre Kreis und 
die Focalkegelschnitte sind die Doppellinien dieser 
Fläche**). 

204. Wir schliessen endlich diesen Theorien die auf die Lehre 
von der Krümmung der Flächen zweiten Grades bezüg- 
lichen Hauptsätze an, als welche mit dem Gegenstand dieses Ka- 


*) Vergl. auch Chasles’ „Aperçu historique“ р. 413 f. der dent- 
schen Ausgabe und im „Quarterly Journal of Mathem.“ Vol. ПІ, р. 155 
eine Note von Ferrers. 


**) Eine ausführliche Darstellung der Theorie der confocalen und 
coneyelischen Flächen zweiten Grades und der entsprechenden sphäri- 
schen Kegelschnitte von diesem Gesichtspunkte aus, hat der Heraus- 
geber im VII. Bd. der ‚Zeitschrift für Mathem. п, Physik‘ (1862) ge- 
geben (р. 25 — 45, 217 — 238, 285 — 313). Die Veröffentlichungen von 
Chasles („Comptes rendus“ t. L, р. 623, р. 1055, р. 1110) und von 
Cremona („Annali di Matem.‘ t. III, р. 257) sind darin im Zusam- 
menhang vorgelegt. 
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pitels in vielseitigem Zusammenhang stehen. Die weitere Unter- 
suchung behalten wir der allgemeinen Theorie der Flächen vor. 

Der Krümmungsradius eines Normalschnittes in 
einem Punkte einer Fläche zweiten Grades ist durch 
2 
` ausgedrückt, wenn йеп der Spur des Schnittes in 


der Tangentenebene parallelen Halbdurchmesser und 
p die Normale vom Centrum auf die Tangentenebene 
bezeichnet. ` 

Der Beweis des Satzes lässt sich durch die Methode des un- 
endlich Kleinen analog dem von dem entsprechenden Satze in der 
Theorie der Kegelschnitte führen. (Vergl. „Analyt. Geom. d. Ke- 
gelschn.“ Artikel 261.) 

Seien P und 0 zwei Punkte einer Fläche zweiten Grades 
und schneide eine durch О gehende und der Tangentenebene in 
P parallele Ebene den Centralradius CP in R und die Normale 
in P in S, so ist der Radius eines durch P und 0 gehenden 
Kreises, der sein Centrum in PS hat, 

LPE 
= JPS 

Wenn nun der Punkt 0 sich dem Punkte P unbegrenzt nähert, 
so nähert sich ОР der Grenze OR, und wenn wir СР und den zu 
OR parallelen Centralradius durch o und В bezeichnen und Р” der 
andere Endpunkt des Durchmessers ЄР ist, so wird nach Artikel 70 

В: a? = OR?:PR.RP' (= 28 : PR), 


also 
Dal am ER 
а 
und der Krümmungsradius 
ЕВ 
==: 7 


Wenn aber vom Centrum die Normale CM auf die Tangen- 
tenebene gefällt ist, so ist das rechtwinklige Dreieck CMP dem 
Dreieck PRS ähnlich und man hat 
PR: PS = «pi 

der Krümmungsradius ist also 
DE 
= у 


welches zu beweisen war. 


Р. 
р р 
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Wenn der durch Р und Ф gehende Kreis sein Centrum nicht 
in PS, sondern in einer andern Linie PS’ hat, welche mit PS 
einen Winkel # bildet, so findet die einzige Veränderung statt, 
dass der Radius des Kreises 

РБ 
< 2Р5' 
ist, мо 5” noch der durch 0 gehenden zur Tangentenebene in 
P parallelen Ebene angehört. Da nun 
PS — PS’. cos 6 
ist, so ist der Radius der Krümmung 
2 


oder der Werth für denKrümmungsradius eines schie- 
fen Schnittes ist das Product aus dem Krümmungsra- 
dius des durch РО gehenden Normalschnittes in den 
cosinus von 9. 

205. Man kann diese Sätze auch analylisch leicht beweisen. 
Man weiss aus der Theorie der Kegelschnitte, dass für den Ke- 
gelschnitt 


cos 0, 


Ax? + 2Bzy + Су + 2Ey = 0 
der Krümmungsradius im Anfangspunkt der Coordinaten 
E 
HA 
ist. Wenn daher für die Ebene xy als Tangentenebene die Gleich- 
ung einer Fläche zweiten Grades durch 
Ах? + 2 Ву + Су? + 2Læz + 2 Муг + №? + 2Ez = 0 
gegeben ist, so sind die Krümmungsradien der den Ebenen 
у= 0, = = 0 
entsprechenden Schnitte respective 
E 
= und == Ch 
Und wenn die Gleichung zu parallelen Achsen durch das 
Centrum transformiert wird, wobei die Glieder vom höchsten 
Grade unverändert bleiben, so wird sie 
Аа? + 2Bxy + Cy? + 2Laz + 2Myz + N? = Н 
und die Quadrate der in den Achsen der 2 und y gebildeten Ab- 
schnitte sind 
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А g” 
die Krümmungsradien sind somit den Quadraten der 
parallelen Halbdurchmesser eines Centralschnittes 
proportional. Und da nach der Theorie der Kegelschnitte der 
Krümmungsradius dieses Schnittes, welcher die Normale der Tan- 


geutenebene enthält 
В? 


р 
ist, so ist diess auch die Form des Ausdrucks für den Krüm- 
mungsradius jedes andern Schnittes. 

Man kann das nämliche Ergebniss aus der im Artikel 183 
gegebenen Gleichung der Fläche zweiten Grades ableiten, welche 
auf die Normale der Fläche und die Normalen der beiden durch 
den betrachteten Punkt gehenden confocalen Flächen bezogen ist, 
nämlich 


а2 
er 


Die Krümmungsradien der den Ebenen 


y? A Be pay Ze 2x 
к=” раа) „р т). р 


a—a? Té 


ТЕЗЕ И 
Ga? 


UV, iech 
respective entsprechenden Schnitte sind durch die Ausdrücke 
а—а? а? — а? 


р р 

gegeben; ihre Zähler sind die Quadrate der Halbachsen des Schnit- 
tes, den eine der Tangentenebene parallele Ebene bestimmt (Ar- 
tikel 172). 

Die Gleichung des Schnittes, welcher einer unter dem Winkel 
6 gegen die Ebene der y geneigten Ebene entspricht, wird ge- 
bildet, indem man der Drehung der Coordinatenachsen um den 
Winkel 8 entsprechend für у und z respective 

у cos ô — z sin 6, ysin® + z соѕ б 

substituiert, und dann 


z= (0) 
setzt. Man findet den Coefficient von y? in der Form 
cos? 0 sin? 0 
zen St 73 


und den Krümmungsradius 
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1 cos? б Sc 
CS + 2m) 


D — 0° 
und kommt auf das vorige Ergebniss zurück durch die Bemerkung, 
dass jener Coefficient von у? das Quadrat des unter dem Winkel 9 
gegen die Achse der y geneigten Durchmessers des Centralschnit- 
tes ist. 

206. Aus dem im Artikel 204 ausgesprochenen Gesetze er- 
giebt sich, dass für jeden Punkt einer centralen Fläche 
zweiten Grades der Krümmungsradius eines Normal- 
schnittes ein Maximum und ein Minimum seines Wer- 
thes für Richtungen des Schnittes erhält, welche der 
grossen und kleinen "Achse des Centralschnittes pa- 
rallel sind, den eine der Tangentenebene parallele 
Ebene bestimmt. ; 

Man nennt diesen Maximal- und Minimalwerth die Haupt- 
krümmungsradien für diesen Punkt und die Schnitte, zu wel- 
chen sie gehören, die Hauptschnitte der Fläche in diesem 
Punkte. 

Man findet für das Product dieser beiden Werthe den Ausdruck 

E Gar, 
р 
d. i. das Product der Hauptkrümmungsradien ist con- 
stant in den Punkten, für welche die Tangentenebene 
gleichen Abstand vom Gentrum hat. 
Ihre Summe ergiebt sich 


rear, 
6 р 

d. h. in Punkten, welche vom Centrum gleichweit ent- 
fernt sind, ist die Summe der Hauptkrümmungsradien 
dem Abstande der Tangentenebene vom Centrum um- 
gekehrt proportional. Beide Relationen liefern eine quadra- 
tische Gleichung zur Bestimmung der Hauptkrümmungsradien in 
einem Punkte, die man in der Form 


darstellen kann. Für die Gleichheit ihrer Wurzeln kommt man 
zu den Kreispunkten der Fläche. Ihre Gestalt bestätigt überdiess 
das Folgende. 
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Wenn man die Hauptkrümmungsradien mittelst der Halbach- 
sen der durch den betrachteten Punkt gehenden confocalen Flächen 
ausdrückt, so erhält man leicht den zuerst von Lam& ausgespro- 
chenen Satz: Die sechs Hauptkrümmungshalbmesser der 
drei in einem Punkte sich schneidenden confocalen 
Flächen zweiten Grades bilden zwei Gruppen so, dass 
die Summe der Producte der Halbmesser beider Grup- 
pen gleich Null ist.*) 

Und ebenso den von Bertrand, nach welchem für je 
ein Paar der confocalen durch einen Punkt gehenden 
Flächen die Verhältnisse der beidenHauptkrümmungs- 
radien einer Fläche die Einheit zur Summe geben; ein 
Satz, der einen interessanten constructiven Zusammenhang der 
sechs Hauptkrümmungscentra begründet. 

Es ergiebt sich aus Artikel 171, dass jeder der Haupt- 
schnitte die Normale einer der beiden durch den Punkt 
gehenden сопѓосаіеп Flächen enthält. 


In Folge dessen ist der Durchschnitt einer Fläche 
zweiten Grades mit einer ihr confocalen Fläche eine 
Curve, für welche die Tangente immer eine der Haupt- 
krümmungsrichtungen der Fläche für den Berührungs- 
punkt ist. Eine solche Curve nennt man eine Krüm- 
mungslinie der Fläche. 


In dem Falle des Hyperboloids mit einer Mantelfläche ist der 
Centralschnitt eine Hyperbel und die Schnitte, deren Spuren in 
der Tangentenebene den Asymptoten dieser Hyperbel parallel sind, 
haben unendlich grosse Krümmungsrädien, d. h. sie sind, wie wir 
schon wissen, gerade Linien. Beim Hindurchgehen durch einen 
dieser Schnitte wechselt der Krümmungsradius das Zeichen, d. h. 
die Richtung der Convexität von Schnitten auf der einen Seite 


*) а. Lamé, „Leçons sur les Coordonneds eurvilignes et leurs di- 
verses applications‘‘ Paris 1859. $. LXXII. Für die Theorie der con- 
focalen Flächen und allgemeiner der Orthogonalflächeusysteme ist das 
Studium dieses Werkes besonders dann zu empfehlen, wenn es sich um 
die Bedeutung dieser Theorien für die Anwendung der Mathematik auf die 
allgemeine Physik handelt. Hierher gehören besonders die Vorlesun- 
gen ҮП und VII; von allgemeinem Interesse sind in derselben Rich- 
tung die Vorlesungen III und IV. 
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von einer dieser Linien ist derjenigen der Schnitte auf der an- 
dern Seite entgegengesetzt. 

Wenn man zu den Normalen einer Fläche zweiten 
Grades in Punkten einer Schaar von Krümmungslinien 
Parallelen dureh das Centrum zieht, so entstehen zwei 
Systeme vonconfocalenKegeln; und die durch das Gen- 
trum gehenden Parallelebenen zu den Tangentenebe- 
nen der Fläche in den Punkten derselben Krümmungs- 
linienumhüllen die Reciprocalkegel der ersteren. 

Der Satz des Artikels 174 kann als eine Definition der Krüm- 
mungslinien angesehen werden. Dann ergiebt sich z. B. nach dem 
im Eingang des Artikels 204 ausgesprochenen Gesetze, dass das 
Verhältniss der beiden Hauptkrümmungshalbmesser 
in jedem Punkte dem reciproken Werth des Verhält- 
nisses der Quadrate der Halbdurchmesser gleich ist, 
welche den entsprechenden Krümmungslinien parallel 
sind. 

Wenn man die Grösse p mittelst der Achsen der confocalen 
Flächen ausdrückt (Artikel 173), und den analogen Ausdruck für 
den Haupikrümmungsradius benutzt, so ergeben sich unter andern 
noch die folgenden Relationen: Das Product des Hauptkrüm- 
mungshalbmessers in die dritte Potenz des Abstandes 
der Tangentenebene vom Centrum ist für alle Punkte 
einer Krümmungslinie von constantem Werthe. 

Das Verhältniss des Hauptkrümmungshalbmessers 
in Punkten einer Krümmungslinie zur dritten Potenz 
des ihrer Tangente parallelen Halbdurchmessers ist 
constant. 

207. Die zwei Hauptkrümmungscentra sind die Pole 
der Tangentenebene in Bezug auf die beiden durch 
den Berührungspunkt gehenden confocalen Flächen. 
(Vergl. „Analyt. Geom. d. Kegelschn.“ Artikel 261.) 

Denn diese Pole liegen nach Artikel 175 in der Normale der 
Ebene und ihre Entfernungen von derselben 


Je? буе ло 
жесе und ZE. (Artikel 176) 


sind die Längen der Hauptkrümmungsradien. 
Nach Artikel 176 ergeben sich daher auch die Coordinaten 
der Centra der beiden Hauptkrümmungskreise, nämlich 
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а?а by А 

а? EC AE жин у? 

a”? by Ee EN 
айыу wé, Ba d AE ae 


Man findet leicht, dass für alle Punkte einer Krümmungslinie 
das Verhältniss des Abstandes der Tangentenebene von ihrem in 
Bezug auf eine confocale Fläche genommenen Pol zu dem der Tan- 
gente der Krümmungslinie parallelen Halbdurchmesser constant ist. 

208. Wenn man für jeden Punkt einer Fläche zwei- 
ten Grades die beiden Hauptkrümmungscentra be- 
stimmt, so ist der Ort aller dieser Centra eine Fläche 
mit zwei Mänteln, welche wir als die Fläche der Cen- 
tra bezeichnen wollen. 

Um ihre Gleichung zu finden, bemerken wir, dass die Coor- 
dinaten 2, у, z den Gleichungen 


/‹ а? 22 
— == l, St KE za == 0 


єсє 


b 
genügen. Indem wir dann für =’, еіс. die im letzten Artikel ge- 
gebenen Werthe in Function von æ, еіс. und für a°, a? — А, еіс. 
substituieren, erhalten wir aus ihnen 


а? а? b? vi е? 2? 
E A AE bt 
а?а? E с? 2? 
(а? — №) (b? — Aë + (с? zeg A7? = 0. 


Sie drücken aus, CS alle die Centra, welche den Punkten 
einer Krümmungslinie der gegebenen Fläche entsprechen, als für 
welche Л constant ist, in der Durchschnittscurve zweier Flächen 
zweiten Grades liegen. 

Da die zweite von diesen Gleichungen das Differential der 
ersten ist, so wird die Fläche zweiten Grades selbst von der Fläche 
der Centra berührt. 

Die Elimination von А? zwischen diesen Gleichungen liefert 
die Gleichung der Fläche der Centra. Durch folgendes Verfahren 
kann die Elimination vollzogen werden. Wenn man in die Coor- 
dinaten des Krümmungscentrums im Artikel 207 die Werthe von 
x, у?, 2” aus Artikel 168 einsetzt, so erhält man 
аа? (а2— b?) (a? — ef == of), bey? (62— а?) (62— с?) == VW", 

ere (c? — а?) (e — b’) == ce", 
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Nun geht für 
а? = а? — М, а? = а? — E 
die erste dieser Gleichungen in die Еогт · 

а?а? (а? — b?) (a? — с?) = а — Ра + Qat — Ва LS 
über, und die beiden andern werden in gleicher Weise in 

b? y? (b? — а?) (b? — с?) = b8 — Ph? + Ob! — В + S, 

е2? (с — а?) (с? — b?) = c — Ph + Oct — Re LS 
übergeführt. Sie bilden drei lineare Relationen zwischen den 
Grössen P, 0, R, S. Und da diese Grössen die Coefficienten 
einer biquadratischen Gleichung sind, welche drei gleiche Wur- 
zeln hat, so sind sie durch zwei fernere Relationen vom zweiten 
und dritten Grade respective verbunden. Damit ist die Elimination 
auf die practisch ausführbare Elimination zwischen einer cubischen 
und einer quadratischen Gleichung zurückgeführt. 

Die Fläche der Centra ist vom zwölften Grade. 

209. Die Natur ihrer Durchschnitte mit den Haupt- 
ebenen ist a priori leicht zu erkennen. Denn der eine der 
Hauptkrümmungsradien in einem Punkte des Hauptschnitts einer 
Fläche zweilen Grades ist der Krümmungsradius des Schnittes selbst 
und der Ort der entsprechenden Centra ist offenbar die Evolute 
dieses Schnittes. 

Der andere Krümmungsradius, welcher einem Punkte des 
Hauptschnittes der xy entspricht, ist, wie sich aus der Formel des 
Artikel 204 ergiebt, $ 

с 


D 


р 
weil с in jedem durch die Achse der = gehenden Schnitte eine 
Achse ist. Dann sind nach den Formeln des Artikel 207 die Coor- 
dinaten des entsprechenden Centrums 

2—2 po 


d. h. sie sind die Pole der Tangente des Hauptschnittes im Punkte 
«,y in Bezug auf den entsprechenden Focalkegelschnitt der Fläche. 
Der Ort der entsprechenden Centra ist somit die Reciproke des 
Hauptschnitts in Bezug auf den Focalkegelschnitt, d. i. 
ataa у? 
(а? — с?)? (b2 — с?)? SÉ 

Und der Schnitt der Fläche durch eineHauptebene, 

welcher nothwendig vom zwölften Grade ist, besteht 
Salmon, Anal. Geom, d. Raumes. 19 
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daher aus der Evolute eines Kegelschnitts, welche vom 
sechsten Grade ist, und einem dreifach zu zählenden 
Kegelschnitt, welcher eine Doppellinie der Fläche ist. 
Der Schnitt, welcher der unendlich entfernten Ebene entspricht, 
ist von derselben Natur. 

210. Die Reciproke der Fläche der Centra ist eine 
Fläche vierten Grades. 

Die allgemeine Theorie der Krümmung der Flächen lehrt 
leicht, dass die Tangentenebene zu jeder der durch (2, у, 2) 
gehenden confocalen Flächen auch eine Tangentenebene der Fläche 
der Centra ist. Die гесіргокеп Werthe der von der Tangenten- 
ebene in den Achsen bestimmten Abschnitte sind 


D D D 


NES кыды EEM: 
| & = Ar = Б?” = в: 
die Relation ` we D 
x H z” 
аа? + DNK + СЕЗГЕ н 


begründet dann zwischen č, т, ¢ die Relation 
o Р му [5 n? SW 
2 2 ЖҮ этак ш ү: 
@++@ EECH EE % 5 
und die Relation 
a2 у? 2? 
a? 
giebt ebenso 
(a? Ei + bn? + ege ык» 1) Аа (а? ж“ а?) (2° + т + &), 
und man erhält somit durch die Elimination von (a? — a”) die 
Gleichung 


£2 d 2 

(2? st 1р? + Н = > = a + =) («22° + арР сё — 1)*), 
welche die Behauptung bestätigt, indem man bemerkt, dass &, n, & 
als Coordinaten der Reeiprokallläche zu betrachten sind; denn 
wenn &, 2, $ die Coordinaten des in Bezug auf die Kugel 

2 + у? + 2° =— 1 
genommenen Pols der Tangentenebene bezeichnen, so ist 

žE Lag st == 1 
identisch mit der Gleichung der Tangentenebene und &,n,& sind 


die reciproken Werthe der von der Tangentenebene in den Achsen 
gebildeten Abschnitte. 


*) Sie ist, wie esscheint, zuerstvonBooth, „Tangential-Coordinates“ 
Dublin, 1840 gegeben. 
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911. Im Anschluss an die Betrachtung der Krümmungslinien 
lässt sich aus der Theorie der confocalen Flächen eine Gruppe 
von Sätzen ableiten, welche in anderer Weise als Jaco- 
his von uns schon angeführter Satz die Gesetze von 
der Summe und Differenz der Radien vectoren und 
verwandte aus der Theorie der Kegelschnitte auf die 
Flächen zweiten Grades übertragen*). 

Wir gehen auf die Ausdrucksweise des Artikel 168 zurück 
und stellen das confocale System centrischer Flächen durch 


P р ` 
а? у 2 
ТИШ > -73 аы = H U = H 
а? р a? — № Ke a? — E ) 0 і 0 
2? > е 
= $ m p 1 == 0; 0, == 0, 
а? + а? A + а? — k 1 0 ы 0 
2 2 2 
=. у 28 с з= E 22 
уз t map taze 1 0, 0, = 0, 


also die einem beliebigen Punkte des Raumes entsprechenden Haupt- 
normalebenen als die Tangentenebenen der eonfocalen Flächen durch 
x D 2 
Sech A Segen A ep TA De 


met aA atha pe 1 == 0, Ns» 
а D z 

FL агт A als Da; 
Fr, ya A ke de Te A 1 0 25 


dar. Dann ergiebt sich alsbald, dass diese Ebenen nach 
Paaren, nämlich 

Au, №; №, №; Aa, N, 
die Achsen in Punktepaaren schneiden, für welche 
das Product der vom Centrum aus gemessenen Seg- 
mente constant ist; diese Punktepaare bestimmen da- 
herin jeder Achse eine Involution, die das Centrum zu 
ihrem Gentralpunkt hat, und deren Doppelpunkte da- 
her gleich weit entfernt vom Centrum liegen und 
respective durch die Coordinatenwerthe 


hk aye = А2 —— 
tı = + Së DEE 


Zu = ———. H 


*) Man vergleiche Heilmann, „Journal f. d. r. u.a. Math.“ Bd. LVI, 
р. 345—364. Т. del Вессаго „Annali di Matematica“ t. П, р. 30—45, 
19* 
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hk hyk — m 
T3 ii > аэ Уз Ze S ү Po? 4 
kyè — № 


bezeichnet sind. 


Betrachten wir nun die Kreispunkte der drei Flächen 0,, U,, U,, 
so sind nach dem Früheren ihre Coordinaten 


һуа? = Mo 
АМ у==+ Se AE D 
Н Л рй + i 
= И — Ai d 
у == 0), ИР РАТЕ И А 
für U;: k 
ha’ 
ГЕР 
іа E We 


Kap dn, Aën ar — 1 DH 


er 
für U: ктр Б. А ы 4, 
DEE ; 
===; сате e 


http://rcin.org.pl 


— 294 == 


2 а”? 
gen E у== + һут а" 
k Ve 


= pp] 


für u: dee Rn, 
«= + *ё- | 

z= 0, s=4 | 
ИР трат 5, 


A 


und nach den vorigen Formeln können die Normalen der drei 
Flächen in diesen ihren Kreispunkten durch die Gleichungen 


т $ £ g 
für U: Ben, 72+ ”-—1=0; л=0, 2 + 2—1 = 0; 
1: # Yı 2 2 жщ tz 
{=0,5 +1 —1=0; 
Ti Yı 
4 H E & $ 
für u: Beat, = ~- —1=0;1=0, = + ——1=—=0; 
a z: $ “Жн йр 3 Se E 


ee 
Za 


Ya 
А H $ $ 4 
fr V: = 0, — + > —1=0; 1r1=0, ZE 2 1 = 0; 
KS? ses ш T3 Z3 
ee De 
T3 Y3 


dargestellt werden, aus deren Form dann in Verbindung mit dem 
Vorhergehenden die nachfolgenden Sätze hervorgehen : 

Die beiden Hauptnormalebenen in einem beliebi- 
gen Punkte einer Fläche zweiten Grades, d. i. die Nor- 
malebenen ihrer sich in diesem Punkte schneidenden 
Krümmungscurven, bestimmen in den Achsen der 
Fläche Punktepaare einer Involution, deren Doppel- 
punkte gleichweit vom Centrum und für alle Lagen 
jenes Punktes constant sind, und die Normalen der 
Fläche in ihren Kreispunkten gehen durch diese 
Letzteren. 
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912. Dieselben Sätze übertragen sich auf Flächen zweiten 
Grades ohne endlich angebbares Centrum, indem wir ihre Gleich- 
ungen in der Form 


8 -E — 4 (2 + а) = 0, u 
а +1 а 4 SI 
E eg 

"ER + "SC: 4 (+a) = 0, и,, 
y? з 

ре Шы „е ы = 0, м 


darstellen; sie liefern für die Hauptnormalebenen die Gleichungen 


3 (a, +7) (I+ a) (а, —1) 1—а,) Ms 
atata, ly(a + ааз) a lz (a, + a+ a, jÉ Eech, San 

E +0) ad (0 (+0 ae Ж 
ау da а у (а 4+ аа) Logan а.) ро, 

S (а, + 1) (а,—1) (а, —1) (а, +) Е 1 E 0, М... 


ау— 43—44 у(а + ш —а,) 


lz(a,— а— а) 


und für die Halbierungspunkte der von ihnen paarweis in den 
Achsen der Fläche bestimmten Segmente respective 


MH mt 99 == б, 0 Tr dee 

Die Coordinaten der Kreispunkte aber sind respective 
у==0, = 21—a, ‚z=2y2l (a, — |) j 
z=0, y=2V21 (a +) — 1, «= — (a + 21) ; 
у==0, «==21— а, ; 2=909010— а) y і, 
20, y=2V 21 la, +) ү = 1, £= — (а, + 21) 
у==0, ==91 + а, ‚2= 9/21 Lë, LIN — 1, 
z=0, у= 2 021 (а, — 1) ‚ а==21— а 
und die Gleichungen der ihnen entsprechenden Normalen der Flä- 
chen werden durch 


Va +i 
"E KN Иті 
+ Vai 
t y2l 
Va +1 
үсе e 


D 


In=a, IP): 


= 0; 


E= ga, 


—11=а,, { == = 10% 
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Е И1— а, 
Waffe, JCT 
E 
ү 21 
KZ Va +1 
ү?! 
ausgedrückt. Somit lauten jene oben ausgesprochenen Sätze für 
Flächen ohne angebbare Сешга: Die beiden Hauptnormal- 
ebenen einer nichtcentrischen Fläche zweiten Grades 
in einem beliebigen Punkte derselben bestimmen in 
der Achse der Fläche ein Segment, welches für alle 
Lagen jenes Punktes denselben Mittelpunkt hat, und 
dieser Letztere gehört auch den Normalen der Fläche 
in ihren Kreispunkten an. Der vierte harmonische Punkt 
des Bezeichneten in Bezug auf alle diese Segmente ist oflenbar 
unendlich entfernt. 

213. Man hat die so in den Achsen der Fläche bestimmten 
festen Punkte als Focalpunkte der Fläche bezeichnet; wir wollen 
sie hier zum Unterschied von den schon untersuchten Punkten 
dieses Namens und in Bezug auf das Folgende als Focalcentra 
benennen. Man sieht, dass je zwei in einer Achse gele- 
gene unter ihnen mit der Normale eines Punktes der 
Fläche zwei Ebenen bestimmen, welche mit den Haupt- 
normalebenen dieses Punktes ein harmonisches Bü- 
schel bilden. Bei den nicht centrischen Flächen geht die Ebene 
des zweiten Focalpunktes der Achse der Fläche parallel. 

Da die Hauptnormalebenen eines Punktes auf ein- 
ander senkrecht sind, so halbieren sie die von den 
beiden andern Ebenen des Büschels, d.h. den von der 
Normale mit den Focalpunkten bestimmten, gebilde- 
ten Winkel. 

Die aus den Focalcentren beschriebenen Kugeln, 
welche durch die entsprechenden Kreispunkte der 
Fläche gehen, und sie offenbar in denselben berühren, 
werdenalsihreFocalkugeln und speciell als conjugiert 
bezeichnet, wenn ihre Сепіга derselben Achse ange- 
hören. Die Längen der Tangenten, die von einem be- 
liebigen Punkte der Fläche an eine solche Kugel ge- 


== —&, LE 


И —1&= = а, 9 = 0 
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zogen werden, hat man als die Focalstrahlen des 
bezüglichen Punktes benannt. Ihre Gleichungen lassen sich 
leicht ausdrücken; sie sind für die centralen Flächen 


rs kN? зз Br 5 
BE +42 RER > 

РЫ SE) 
E A (a eg o? а= И — =1) + ё a 


КИ — A3 а? (а? — т 
SE Lee = RT. 
für U, 
en кызы А аар 
һу A № y а" (2—4) 
E + (a F "VEH v-i) + ё = a 
BET ER, M (72 __ Aë 
нере AVTI) а, 
für U, ; 
(г EI bg green BESCH, 
gs 
h ye— r Es h’\2 de а"? (k? — а?) 
г + (a F- EET: Sc Ба 3: 
í ER k ye — № = h? а"? (^2 — e 
++ G $ Eer Fr 1) = Bau tr сур 


Für die nicht centralen Flächen existieren nur je eine, wel- 
che durch 


2—4) + т + D = 4 (42 — 0), 

(&— а)? + тр + 2 = 4(а,2 — Р), 

E + a)? tt e = 4 (62 PI 
dargestellt sind. 

Die Focalstrahlen von einem Punkte der Fläche sind dann 
in elliptischen Coordinaten ausgedrückt 
für U, 

DI er (a” E= a”), pa? KK (Ya? Ber. Т 
= (уа F үй а) 
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für U, 


pè = (e F dP, gè =V М F ра у 1) 


gè = (VP — È F үй—«зү—1): 
für Uz 


p= lé Te, = (VE М F ура? St, 
х? = (уа — 8 т үмг—«"ү— 1); 
und für die nicht centralen Flächen respective 
о, = а | а, O, = gu F аз, 8 = а, — Ou 
214. Nennen wir nun die Polarebenen eines Focal- 
centrums einer Fläche des confocalen Systems bezüg- 
lich der beiden andern Flächen dieses Systems die 


Directorebenen desselben, so haben wir für die Focalpunkte 
von D, bezüglich U, und U, 


Méi ver EE h? 2 „9 
es + E, qet =, г (49), 
а 2 
а”? E (Л? а") (k? а?) 
= + —, q= , Ess + ; 
E Ce e E 7 ee Жыр? 
für die von U,, bezüglich U, und Г, 
а”? 22 (h?— а") ER, (k?— a?) 
= + меч , == › = H 
eer ae Eens Жи 
” лд ER. 
г ZE , е - A E ла =. 
Ta Y2 2 
und für die von U}, bezüglich, U, und U, 
n авер: ET, 
Ess 2, Tar eE, ga BERN: 
Ts КЫ, ў N 23 d 
„ә Ca к h?) (k ai Sch ) 
Жолы geb II ger 
Ё Е e 1 Gr Уз › $ Ёз z 
Für die nicht centralen Flächen ergiebt sich entsprechend 
mo (а + 2а,), é = (2а, LEE а,); 
= — (a + 24), & == (2а,—-а,); 
= — (2a — a, &== — (2а,—а,). 


Endlich drücken sich die Abstände eines beliebigen 
Punktes (x, y, z) einer Fläche von ihren Directorebe- 
nen in elliptischen Coordinaten folgendermassen aus; für 
einen Punkt der Fläche U, 
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а”? а"? 
2 РЭ: 2 РУ: 
Pi må Pi › Р» тү? ару; 
а”? h? а"? д? 
2 2 2 
Se 7 Prs 95 = 2 Ké 
ЕД Yı 
< Kë k? D aide д? 
= 2 a 2. 
т = —————— Le Иа саг уча М 
1 z? Ya, Т» z? Kéi 
für einen Punkt der Fläche U, 
Zä mn 
a a 
ATA 2 р кы а> Т 
Р ES Ф\ e Dn а?, 9°; 
vr 
g” Been E PA Sr) Sr 2 Vig 
C = 3 О. СБ ннат Tara ЫШ. 
Ya Ya 
n2 2 "Э 2 
а? — К k 
2 2 p72 
u == e Wel е жт es 
+ Za 
für einen Punkt der Fläche U, 
Wi Wé 
а а 
Kei К: 2 ke 
р — ` = — 
1 ES HI Р» PS D: 
Kë 5% 2 
a 35% ч A Ka „? SN : A ai 
Уз Уз 
р 
Ter ee Ж ry? == етв, АЕ 
1 ES sn z Ee 


Endlich für die nicht centralen Flächen entsprechend 


r 
Q = Di, 0; = — @,; 
— / D 
m == m, 09 = < Wes 
€ 
© == ©, 0g == — 03. 


Man erhält daraus die folgenden Relationen und die daran 
angeschlossenen Sätze: 


2 Läd 4 „2 „ә Lë 
РОБУ ДИ. A EE, 5 
аз Mc) D „ Жасы 779 D т тасы Pe H 
Р» а Р» а р» а? 
з Ce Lé re 2 Li Lé 
ША? iM g 45 0 гё ©, Ко 0. 
= а? a = == 370 
oi „ЖЄ 2553: o? AC RE №” gr ga FC 
Lë [22 
ri ^. зщ д? SC а? SES, k? Lé 2 а? =. д? 
ғ? a Кз, е2 3 == а”? — CA pech F а? сі Lä" 
о о, 03 
— == 0, oe en —1 
©, EN ©, 
Aus den EC Gruppen endlich durch Multiplication 
$ a "2 2.2.2 
рар? ру cf, Ser "Rdv et а: Spe 
E een ЖА үз". тулу. бетиў 9, $ 
Pr P” dz Hu 0 2 ni Ti 
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Somit gelten die Sätze: Für jeden Punkt einer centri- 
schen Fläche zweiten Grades ist das Verhältniss sei- 
ner Entfernungen von den zu einem ihrer Focalcentra 
gehörigen Directorebenen (d. h. den Polarebenen des Focal- 
centrums in Bezug auf die durch jenen Punkt gehenden confoca- 
len Flächen) dem der Achsen dieser Flächen gleich. Da 
die Krümmungslinie die Durchschnittseurven der confocalen Flä- 
chen mit der gegebenen und somit ihre Gleichungen in elliptischen 
Coordinaten z. В. für die Fläche U, 


„ ert 


& “=ош. ш... 6 GO 


sind, so kann man das Verhältniss der Entfernung zweier 
conjugierter Focalcentra F}, F, einer Fläche D zu der 
sie enthaltenden Achse von V, als die Exentrieität der 
von dieser auf jener bestimmten Krümmungslinie be- 
zeichnen und hat dann den Satz: Für alle Punkte M einer 
Krümmungslinie der Fläche U, ist das Verhältniss des 
Focalstrahles an eine ihrer conjugierten Focalkugeln 
F,, F, zur Entfernung des Punktes von der zugehöri- 
gen Directorebene, d. і. der Polarebene des Centrums der 
Focalkugel in Bezug auf die durch jene Krümmungslinie gehende 
confocale Fläche, constant und der Exentrieität der 
Krümmungslinie bezüglich jener Focalcentra gleich. 

Für eine Fläche zweiten Grades ohne endliches 
Centrum ist die Grösse dieser Entfernungen und ihre 
Richtung dieselbe, aber sie sind von entgegengesetz- 
tem Sinn. Und für alle Punkte einer Krümmungslinie 
ist das Verhältniss des Focalstrahls zur Entfernung 
von der zugehörigen Direetorebene der Einheit gleich. 

215. Für die drei durch einen Punkt gehenden con- 
focalen Flächen D, U,, U, und drei ihrer in derselben 
Achse gelegenen Focalcentra P, F,, Р, mit ihren re- 
spectiven Direetorebenen 

D”, D: 2,8, р); 2,®, 2, 

ist das Produet der Entfernungen des Punktes von 
dreien unter ihnen, wie 


D”, 2,9, DN 
dem Produet seiner Entfernungen von den drei übri- 
gen gleich. 
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Die einem beliebigen Punkte einer Fläche entsprechen und auf 
ihre conjugierten Focalkugeln bezogenen Focalstrahlen sind nach 
den früher gegebenen Gleichungen durch folgende Formeln ausge- 
drückt: Für die Fläche U, 


ai = E a, = a + а" Е 
w = VEER — уте" ут, 
p = Ge врта" СЕ 
„= (Ина _ уй—ез)у—1. 
vie VEZE 4 үр) CET 

für die Fläche U, 

ф = а — а", Ф" = а + а" 

p ра уназ ут, 

p = уа — № + ven EE 

у == уа? — P — Каа Уз 

ө» == Иа — Èe + үй—а% у 1; 


für die Fläche U, 


з = уа? — 2 + у а? ү— 1. 

Man hat daher das Theorem: Jeder Focalstrahl eines 
Punktes einer Fläche zweiten Grades ist gleich der 
Summe oder Differenz der zugehörigen Halbachsen 
der Flächen, welche mit ihr confocal sind und jenen 
Punkt enthalten. Für alle Punkte einer Krümmungs- 
linie einer centrischen Fläche zweiten Grades ist die 
Summe oder die Differenz der von ihnen an zwei con- 
Jugierte Focalkugeln der Fläche gehenden Focalstrah- 
len constant und der durch die Focalcentra gehenden 
Achse der Fläche gleich, welche die Krümmungslinie 
bestimmt, je nachdem sie dem einen oder andern Sy- 
stem der Krümmungslinien angehört. Und zwar ist spe- 
ciell für die Punkte der von einem Ellipsoid mit einem zweifachen 
Hyperboloid bestimmten Krümmungslinie 


BIBLIOTEKA 


— "SÉ, = 


die Differenz der zu den innern Focalkugeln des Ellipsoids 
gehörigen Focalstrahlen der reellen Achse des Hyperboloids, 


die Summe der zu den äussern Focalkugeln des Ellipsoids 
gehörigen Focalstrahlen der grossen imaginären Achse des Hyper- 
boloids gleich; 

und es ist die Summe der zu den innern Focalkugeln des 
Hyperboloids gehörigen Focalstrahlen gleich der grossen Achse 
des Ellipsoids, 

und die Summe der zu den äussern Focalkugeln des Hyper- 
boloids gehörigen Focalstrahlen gleich der тіШегп Achse des 
Ellipsoids. 

Ebenso ist für die vom einfachen Hyperboloid mit dem Ellip- 
soid bestimmte Krümmungslinie die Summe der zu den innern 
Focalkugeln des Ellipsoids gehörigen Focalstrahlen gleich der 
grossen reellen Achse des Hyperboloids; ete. 

Kurz: Je zwei sich schneidende Krümmungslinien 
einer Fläche zweiten Grades verhalten sich in Bezug 
auf drei Paare in den Achsen symmetrisch gegen den 
Mittelpunkt gelegene reelle oder imaginäre Punkte 
ganz ähnlich, wie zwei sich schneidende confocale 
Kegelschnitte in Bezug auf ihre Brennpunkte. (Vergl. 
Artikel 196, 197, 206.) 


Und: Das Produet der drei Focalstrahlen der con- 
jugierten Focalkugeln einer Fläche ist dem Product 
ihrer drei Halbachsen gleich. 


216. Zu ferneren Ergebnissen leitet uns die Vergleichung der 
für die Tangenten der durch einen Punkt der Fläche gehenden 
Krümmungslinien geltenden Gleichungen mit den Ausdrücken der 
zu ihnen parallelen Halbdurchmesser der Flächen; denn man hat 
für die Gleichungen der Tangenten: 

OR da” VE — № ук ad”? du” К 

wu, Cu Va? — È ук a” + dh" 

_ куа — № Ya?— № уа? 
һу мй ура ума 
VER ул в угт 


A Ve 


E für Tiz; 
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аа" Агза к — а? а а" к 
агыу уа 18 VR—d” Lk oer 
(e: с 2779 Wa 
ү. куа? — В vie KE — а? t паст; 
hy м VR— a”: уа? m 

И — № уа? — М YR— а"? 4 
pa һуа? 
breck EE EE 
EES т ye те: Long „з dh s 


куа? — 0 d CES = € für Т, 
һуа? — Ai күм — а? SE a? 
+ EE — № уа? ë YR— 

һуа? № 
und findet für die Halbdurchmesser d,, d von D,, welche zu 
Тү», Туз parallel sind, für die d,, d, von U, parallel den Tan- 
genten Tu, Tog, und die d,, d von U, parallel den Pa, Tys 


d'E Va? — а" a? Al, e Hei а"; 
do == уа? а" 0" e Se — уа a” v1 ; 
«= NEE, VRR y i: 
also die Relationen { 
di = фүфү = MM == Pp == (=ч) ; 
2 == аррар == рыр," = an = E =з cl, 
v—1 


2 
d? = th sti fi = (б ) ; 


| 


1 


oder den Satz: Für jeden Punkt einer Krümmungslinie 
einer centrischen Fläche zweiten Grades (U,) ist das 
Produet eines Paares von Focalstrahlen conjugierter 
Focalkugeln der sie bestimmenden Fläche (T,) dem 
Quadrate des Halbdurchmessers der ersten Fläche (0) 
gleich, welcher zu ihrer Tangente (7;,) in jenem Punkte 
parallel ist. 

Man erhält ferner für die Flächen ohne Centrum leicht die 
folgenden Sätze: 

Wenn mam: den Mittelpunkt der Entfernung der 
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Brennpunkte der Hauptschnitte einer Fläche и zum 
Anfangspunkt wählt und die durch die Fläche u, auf 
ihr bestimmte Krümmungslinie betrachtet, so giebt die 
von jenem auf die Tangentenebene von u, in einem 
beliebigen Punkte der bezeichneten Krümmungslinie 
gefällte Normale mit der Quadratwurzel seines auf die 
Focalkugel von и, bezüglichen Focalstrahls ein con- 
stantes Produet — analog dem schönen Satze von Joachims- 
thal*) über die Krümmungslinien der centrischen Flächen zweiten 
Grades. (Artikel 174.) 

Für eine Krümmungslinie von ш, welche durch 
die Fläche о, bestimmt wird, ist die Normale, welche 
von einem Focalcentrum F, von n, auf die Tangenten- 
ebene von и, in einem ihrer Punkte gefällt wird zur 
Quadratwurzel seines auf die Focalkugel von ш, be- 
zogenen Focalstrahls in constantem Verhältniss. Das 
Product der auf die Tangentenebene in einem Punkte 
der Fläche u, von den Focalcentren der durch ihn 
gehenden confocalen Flächen 4, u, gefällten Norma- 
len ist constant, 

917. Den hier sich ergebenden Beweis und neuen Ausdruck 
des Joachimthal’schen Theorems lassen wir im Nachstehenden 
folgen. 

Die vom gemeinschaftlichen Centrum auf die drei Tangenten- 
ebenen der confocalen Flächen in M gefällten Normalen sind 


Va? (а? — KI (а? =з k?) 


P, = 7 а ж “рү, 

Hie? — а) (а — а") 

Fe үа? ( дан dE) (К®—а' 2) 

ы а a) ei. a”? $ 
1 

_ Иа а") (0—0). 

d Se 727 ЧЕ; See ? 

(а ee (d? — a u, 


die von den Focalpunkten von U, und U, auf die Tangentenebene 
von U, gefällten Normalen sind 


*) Vergl. „Crelle’s Journal“ Bd. XXVI, p. 155. Die damit zu- 
sammenhängenden weiteren Untersuchungen vonMich.Roberts, Liou- 
ville etc., werden in dem zweiten Theile dieses Werkes mitgetheilt. 
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= — M = 
а т а" рат Si Ж И — а "2 ES A 
FE EE Zi 


du = ў >. ZE уа 


уйла фуйу p. 
Mu Иа? H Р; 


й 5а? a? —h? a”? — k 
du = + Pi; eu = KOEK Pi» 
И у а ү—1 
т = eebe 


Иа —18 

und die entsprechenden Werthe der von den Focalpunkten von 
U,, U, auf die Tangentenebene von U, und der von den Focal- 
punkten von U, und U, auf die Tangentenebene von U, gefällten 
Normalen sind 


а! Fer Иа? — № kF + Ик —а а”? va, 


б, = e Zär fass К in 
Е = ЧИ с к Р,; 
паз Se Ke Ф Kg K-/ Р, 


VE — а a2 VEF d CA 
А u а” T а" > Ze Ка? — Ai SÉ И а” К=1 1 
13 er” > уа == =з АЕ 


п" 2 VRR 
Mmg = UE уа" P}; 


Р,, 


re 
SH а E a PR се ГА а? + И — а 7 est sl 
а SSC т. наг а? =з 
сз сш 


SC Ke wi Р. 
Ausdrücke, welche zu diesen E sind, liefern die ferneren 
Relationen 
du +ou” = e H ё" = Mi + Ba =з ei T да” 
Fa a == Han "та" =2P, 
01+ 0,” =a Ha” Tu "Ч г" za Lä еіс. = 2Р,, 
tt = а te == gun + з’ а +o = еіс. = 2 P}, 
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und 
дүү Au = % (д + д”) Feu gu 
Voin Isa Fal үзүш,” 
Итати” = Mu +m) 
ИМ 3 CM > Ф) 

Aus der ersten Gruppe von Werthen, denen der Normalen 
Р; und den auf die Durchmesser der Flächen bezüglichen vorher- 
gehenden ergiebt sich das Theorem von Joachimsthal in fol- 
gender Fassung: Für alle Punkte einer durch die Fläche 
U, bestimmten Krümmungslinie von U, ist das Product 
der vom Centrum auf die Tangentenebene von U, ge- 
fällten Normalen in die mittlere geometrische Pro- 
portionale der auf ein Paar conjugierte Focalkugeln 
von U, bezüglichen Focalstrahlen constant. 

Die Werthe der von den Focalcentren auf die Tangenten- 
ebenen gefällten Normalen geben das Theorem: Für die Tan- 
gentenebenen der Fläche U, іп einem beliebigen Punkte 
einer durch U, auf ihr bestimmten Krümmungslinie 
ist das Verhältniss der auf sie von zwei conjugierten 
Focalcentren der Fläche U, gefällten Normalen dem 
Verhältniss der von jenem Punkte ausgehenden und 
auf die entsprechenden conjugierten Focalkugeln von 
U, bezüglichen Focalstrahlen gleich. 

Und das andere: Für die Tangentenebenen der Fläche 
U, in Punkten einer durch die Fläche U, auf ihr be- 
stimmten Krümmungslinie ist das Product der von 
einem Paare conjugierter Focalcentra von U, auf sie 
gefällten Normalen constant. 

Die letzte Gruppe der vorigen Relationen endlich sagt aus, dass 
bei den Tangentenebenen der Fläche U, in den Punk- 
ten einer auf ihr durch die Fläche U, bestimmten Krüm- 
mungslinie für die von zwei conjugierten Focalcen- 
tren der Fläche U, auf sie gefällten Normalen und die 
von jenen Punkten an die entsprechenden Focalkugeln 
gehenden Focalstrahlen die arithmetischen Mittel der 
Focalstrahlen und der Focalnormalen den geometri- 
schen Mitteln derselben Linien proportional sind. 

Eine Quelle weiterer Sätze wird endlich die Darstellung der 

Salmon, Anal. Geom, d. Raumes, 20 


(г + аң”) 
(Ф, + pr) 


e A 
H 


‚ elc. 
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Abschnitte, welche in den drei durch einen Punkt gehenden Nor- 
malen des confocalen Systems von ihm bis zu den Hauptebenen 
der Flächen, zu welcher sie gehören, enthalten sind; man findet 
sie für die Normale von U, 


ү («®#— 18) (02—07) (0—27) 


bit ES 72 7,2 2 
Ка? (а — №) 
y VEZAO (= 
н: e ya? (d?— 2—10) Б 
GER E 
Va?) (02—80) 


für die Normale von U, 


N, = —— D 
12 VI 
D E WË h?) (a? — а?) (а u а") 


ya”? (а (а Ce =W) 
Be Ee Le, 
ААД Ee 
und für die Normale von U, 
13 үа”? (а — т) 
N VII — а) (а — а) (4—4?) 


298777" Va”? (8 — а) 
Иа? (02 — а o 3 а") («2 — 2) 
М; Vi — а") (k? — а") Р 


und damit die Sätze: Für einen beliebigen Punkt einer 
durch die Fläche U, bestimmten Krümmungslinie der 
Fläche 0, ist das Verhältniss des zwischen ihm und 
einer Hauptebene von U, gelegenen Abschnittes der 
Normale zu U, zur mittlern geometrischen Proportio- 
nale der von ihm an ein Paar conjugierter Focalkugeln 
von U, gehenden Focalstrahlen unveränderlich. 

Und für einen beliebigen Punkt einer durch die 
Fläche и, bestimmten Krümmungslinie einer nicht 
centrischen Fläche и, ist das Verhältniss des in der 
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Normale von и, bis zu einer der Hauptebenen dieser 
Fläche gelegenen Abschnitts zur Quadratwurzel aus 
dem auf die Focalkugel уоп ои, bezüglichen Focalstrahl 
constant. 

Ueberdiess geben die Werthe der Halbmesser der Focalkugeln, 
wie sie aus den früher gegebenen Gleichungen dieser letzteren 
hervorgehen, mit den Werthen der eben bezeichneten Abschnitte 
der Normalen Relationen, welche zu neuen Sätzen Anlass geben, 
2; B. 


Ку Nu pæ- УФ; p" Ra Nay 2 Vpr фу" 
Куз № Héi Ba № H ës 
denn man hat 


eic,, 


__ Ya? (0—10) 


Rı = у: жаз "dee үа?—м d 
2 (42 — hR? 
Е. — = ма 3 etc. 
a? _—_ 2 


Eine ganz andere Richtung der Untersuchung, zusammen- 
hängend mit den Arbeiten, welche in der Note des Artikel 203 
erwähnt sind, wird wenigstens angegeben durch die 

Aufgabe. Man soll zeigen, dass durch jede Krümmungslinie einer 
Fläche zweiten Grades drei Umdrehungsflächen zweiten Grades gelegt 
werden können, deren Rotationsachsen mit den Achsen der Fläche zu- 


sammenfallen. 
Diess ergiebt sich aus der Betrachtung der allgemeinen Gleichung 


U+kV/=0 
als Gleichung der die Durchschnittslinie der Flächen zweiten Grades 
0—0, F=0 

enthaltenden Flächen zweiten Grades, wenn У und U confocal sind. 

Oder aus der Gleichung des Artikel 168, welche für die Quadrate der 
primären Achsen von drei confocalen Flächen die Bestimmungsgleichung 
as — аі (h? + д? + а? + у? + SCH 

+ a2 {RK + 2°? (k + E) H у 202 + 27202) — аг 0 
und also für ihre Wurzeln «2, a”?, a”? die Relationen 
а? + а? + а"? = x? + у? + 2? + д? + 1, 
а?а" а" == ERK, 

а?а + а?а? + а”? а? = kè k + а? (h? + k?) + у? k? + 22? 


liefert; durch die Elimination von «2 zwischen den beiden ersten Relatio- 


20* 
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nen erhält man direct die Gleichung des Umdrehungsellipsoids, welches 
die Achse der 2: zur grossen Achse hat. 

Daraus ergiebt sich leicht: Alle Umdrehungsflächen dieser Reihen, 
welche dieselbe Achse haben und den verschiedenen Krümmungslinien 
desselben Systems entsprechen, sind den Focalkugeln gemeinschaftlich 
umgeschrieben, deren Centra derselben Achse angehören. 


Das Endergebniss dieser Betrachtungen ordnet die Theorie 
der confocalen Flächen und der Krümmungslinien auch in dieser 
Beziehung dem Satze des Artikel 126 unter von den Kegelflächen 
zweiter Ordnung und den Kegelschnitten, welche die gemeinschaft- 
lichen Elemente zweier Flächen zweiten Grades enthalten. 


218. Nach dieser Untersuchung, die auf die Krümmungslinien 
der Flächen zweiten Grades und die confocalen Systeme solcher 
Flächen so viel mehr Licht geworfen hat, wollen wir noch ein- 
mal auf Folgerungen der Artikel 172, 173, 174 zurückkommen, 
welche hiermit in Zusammenhang stehen und dem Theorem von 
Ivory (Artikel 199) einen veränderten Ausdruck geben. 

Wir denken ein von vier Krümmungslinien einer 
Fläche zweiten Grades gebildes Vierseit, die Tangenten- 
ebenen in seinen vier Ecken und ihre senkrechten Abstände vom 
Centrum, die vier Paare der Tangenten der in seinen Ecken sich 
schneidenden Krümmungslinien und die zu ihnen parallelen Halb- 
durchmesser, endlich die Hauptkrümmungsradien der Fläche, wel- 
che diesen Eckpunkten entsprechen. 

Dann geben die Werthe des Artikel 173 für die Normalen 
vom Centrum auf die Tangentenebenen zuerst das Gesetz: In 
einem Krümmungslinienvierseit ist das Produet der 
Entfernungen der Tangentenebenen in zwei Gegen- 
ecken vom Gentrum dem Produet der entsprechenden 
Entfernungen іп den beiden andern Gegenecken gleich. 

Und: Die achtHalbdurchmesser einerFläche zweiten 
Grades, welche den Tangenten der Krümmungslinien 
in den Ecken eines Vierseits derselben parallel sind, 
zerfallen in zwei Gruppen von je vieren so, dass das 
Product der Halbdurchmesser der einen Gruppe dem 
Product der Halbdurchmesser der andern Gruppe 
gleich ist. 

Ferner: Die Quadratsummen der Halbdurchmesser- 
paare einer Fläche zweiten Grades, die nach den Ge- 
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genecken eines Krümmungslinienvierseits gezogen 
werden, sind einander gleich. 

Die Entfernungen der Gegenecken eines solchen 
Vierseits von einander sind gleich gross. 

Endlich: In einem Vierseit von Krümmungslinien 
sind die vier Hauptkrümmungsradien der einen Art, 
sowie auch die vier Hauptkrümmungsradien der an- 
dern Art in Proportion. 

Wenn man sodann zu einer Fläche zweiten Grades und den zwei 
Paaren von confocalen Flächen, welche mit ihr ein Krümmungs- 
linienvierseit bestimmen, eine sechste confocale Fläche hinzudenkt, 
welche mit der ersten von derselben Art ist, so entsteht ein 
Parallelepiped, dessen Gegenflächen confocale Flä- 
chen zweiten Grades und dessen Kanten Krümmungs- 
linien derselben sind. 

Die Uebertragung der vorigen Sätze auf dieses System liefert 
alsdann die beiden Sätze: 

Die Quadratsummen von je zwei nach Gegenecken 
dieses Parallelepipeds gezogenen Halbdurchmessern 
sind einander gleich. 

DiePaare derGegenecken sind von einander gleich- 
weit entfernt. Man erkennt in dem Letzteren das im Artikel 
199 schon bewiesene Theorem von Ivory wieder.*) 


*) Für andere daran sich anschliessende Relationen vergleiche man: 
Otto Böklen, „Analytische Geometrie des Raumes‘‘ p. 104 f. 
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IX. Kapitel. 
Kegel und sphärische Kegelschnitte. 


219. Wenn ein Kegel — gleichviel von welchem Grade — 
von einer Kugel durchschnitten wird, welche seinen Scheitel zum 
Centrum hat, so wird offenbar der von irgend zwei Seiten des 
Kegels gebildete Winkel von dem die entsprechenden Punkte der 
Kugel verbindenden Bogen eines grössten Kugelkreises gemessen. 

Ist der Kegel vom zweiten Grade, so wird die Durchschnitts- 
eurve als ein sphärischer Kegelschnitt bezeichnet. Die 
Analogie vieler Eigenschaften der Kegel zweiten Grades mit ent- 
sprechenden Eigenschaften der Kegelschnitte tritt dadurch deut- 
licher hervor, dass man jene als Eigenschaften sphärischer Kegel- 
schnitte auffasst.*) 

Genau gesprochen ist die Durchschnittslinie eines Kegels vom 
nien Grade mit einer Kugel eine Curve 2 л‘ Grades, aber wenn 
der Kegel mit der Kugel concentrisch ist, so kann diese Curve 
auf unendlich vielen Wegen in zwei symmetrische und gleiche 
Theile zerlegt werden, von denen jeder als einer Curve л‘ Gra- 
des analog betrachtet werden kann. 

Denn jedem in einer Halbkugel liegenden Punkte der Durch- 
schnittscurve entspricht ein diametral entgegengesetzter Durch- 
schnittspunkt in der andern Halbkugel und somit jedem Curven- 
zweig in der einen ein vollkommen symmetrischer in der andern. 


*) Man vergleiche mit dieser Darstellung das Mémoir von Chasles 
über die sphärischen Kegelschnitte (,Mém. publi&s par l’academie royale 
des sciences etc. en Belgique“ t. VI.), oder dessen vortreflliche Ueber- 
setzung ins Englische von Graves, Dublin 1837. 
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Dieser mehrfachen Möglichkeit der Theilung ent- 
spricht es, dass wir einen sphärischen Kegelschnitt 
ebensowohl als ein Analogon einer Ellipse als einer 
Hyperbel betrachten können. Der Kegel zweiten Grades 
schneidet die concentrische Kugel in zwei gleichen einander dia- 
metral entgegengesetzten geschlossenen Curven. Eine der Haupt- 
ebenen des Kegels schneidet keine von beiden Curven und die 
Betrachtung der Halbkugeln, in welche durch sie die Kugel zer- 
fällt, zeigt uns die Curve als eine geschlossene und der Ellipse 
analog. Für die den Hauptebenen des Kegels, welche die Cur- 
ven schneiden, entsprechenden Halbkugeln erscheint aber die 
Durchdringung als eine aus zwei entgegengesetzten Zweigen be- 
stehende Curve, analog einer Hyperbel. 

Die Durchschnittseurve einer beliebigen Fläche zweiten Gra- 
des mit einer concentrischen Kugel ist oflenbar ein sphärischer 
Kegelschnitt. 

220. Man hat die sphärischen Curven vermittelst sphäri- 
scher Coordinatensysteme untersucht, welche nach Analogie 
des Systems von Cartesius gebildet sind. Man wählte zwei sich 
rechtwinklig durchschneidende grösste Kreise OX und ОУ als 
Coordinatenachsen und fällte von einem beliebigen Punkte der 
Kugel P Normalen PM, PN auf dieselben; da diese Normalen 
nicht, wie bei Cartesischen Coordinaten in der Ebene, den ihnen 
gegenüberliegenden Seiten des Vierecks OMPN gleich sind, so 
ist es von unterscheidendem Einilusse in der Ausführung des sphä- 
rischen Coordinatensystems, ob wir die Normalen PM, PN selbst 
oder die von ihnen in den Achsen gebildeten Abschnitte OM, ON 
als Coordinaten ansehen. 

Gudermann hat im seiner Abhandlung über die Sphärik *) 
die Tangenten der Abschnitte ОЛ, ON als Coordinaten gewählt. 

Wenn man die Tangentenebene der Kugel im Punkte 0 be- 
trachtet und die Schnittpunkte m, n, р der geraden Verbindungs- 
linien des Centrums und der Punkte M, N, Р mit dieser Ebene 
bestimmt, so sind Om, On die Сагіеѕіѕсһеп Coordinaten des 
Punktes р und zugleich die Tangenten der Bogen ОЛ, ON. Da- 


*) Vergl. „Crelle’s Journal‘‘ Bd, VI, р. 240. Man findet eine 
klare Darstellung dieses Systems auch in der Uebersetzung des Mé- 
moirs von Chasles durch Graves, die wir schon anführten. 
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her ist die Gleichung einer sphärischen Curve in dem Coordinaten- 
system von Gudermann in der That nur die Gleichung der 
ebenen Curve nach Сагіеѕіѕсһ еп Coordinaten, in welcher der 
aus dem Gentrum der Kugel über der sphärischen Curve beschrie- 
bene Kegel von der Tangentenebene des Anfangspunktes 0 ge- 
schnitten wird. 

Und wenn wir die sinus der Normalen PM, PN als Coordi- 
naten wählen, so erhellt in derselben Art, dass die Gleichung 
einer sphärischen Curve in solchen Coordinaten mit der Gleichung 
der Orthogonalprojection dieser Curve auf eine der Tangenten- 
ebene im Punkte 0 parallele Ebene übereinstimmt. 

Uns scheint es jedoch, dass die Eigenschaften sphäri- 
scher Gurven einfacher und directer als aus den Gleichungen 
irgend welcher ebener Curven, in die sie projiciert werden kön- 
nen, aus den Gleichungen der Kegel hervorgehen, welche 
sie mit dem Centrum verbinden. Wir nehmen damit die 
in den Artikeln 32—36 gegebenen Entwickelungen einfach wie- 
der auf und übertragen sie auf die Kugelfläche. 

221. Wenn die Coordinaten irgend eines Punktes P 
der Kugel in die Gleichung einer durch das als An- 
fangspunkt der Coordinaten gedachte Centrum gehen- 
den Ebene substituiert werden, welche die Kugel in 
einem grössten Kreise АВ schneidet, so bezeichnet 
das Resultat dieser Substitution die Länge der von ? 
auf diese Ebene gefällten Normalen oder den sinus 
des sphärischen Bogens, der durch P normal zu dem 
grössten Kreise AB gelegt ist. 

Mit Hilfe dieses Prineips können die Gleichungen 
von Kegeln in einer Art, welche genau der Interpre- 
tationsmethode für die Gleichungen ebener Сигуеп 
entspricht, als Ausdrucksformen für Eigenschaften 
sphärischer Gurven interpretiert werden. 

Wenn nämlich nun 

KEE В = 0 
die Gleichungen zweier durch das Centrum gehenden Ebenen be- 
zeichnen, Gleichungen, die man auch als diejenigen der durch 
sie in der Kugel bestimmten grössten Kreise bezeichnen kann, 
so repräsentiert 

«— ЕВ == 0 
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einen grössten Kreis, für welchen die sinus der Normalen, die 
man von einem beliebigen unter seinen Punkten auf die grössten 
Kreise 

а = 0, ß == 0 2 
fällen kann, in einem constanten Verhältniss stehen, а. 1. einen 
grössten Kreis, dessen Ebene den von jenen beiden Ebenen ge- 
bildeten Winkel in zwei Theile zerlegt, deren sinus in eben dem- 
selben Verhältnisse sind. 

Es bezeichnen ferner 


а — КВ = 0, а — КВ = 0 
Bogen, die mit 


== 0, SS 
ein Büschel von dem Doppelschnittverhältniss 
k 
T 


bilden, und speciell 
«a — КВ = 0, а + ЕВ = 0 
Bogen, welche mit jenen ein harmonisches Büschel bestimmen. 

Es ist zu bemerken, dass für 4” als den Mittelpunkt eines 
Bogens АР der vierte harmonische Punkt B’ zu A, A und B 
ein von A’ um 90° entfernter Punkt ist. Denn wenn wir diese 
Punkte mit dem Centrum C verbinden, so ist C4’ die innere und 
daher nothwendig CB’ die äussere Halbierungslinie des Winkels 
ACB. 

Wenn umgekehrt zwei entsprechende Punkte eines harmoni- 
schen Systems von einander um 90° entfernt sind, so ist jeder 
von ihnen gleich entfernt von den beiden andern Punkten des 
Systems. 

Endlich mag hier erwähnt sein, dass für a, у, z als die 
Coordinaten irgend eines Punktes der Kugel die Gleichung ` 

a + уу {+ 22 = 0 
den grössten Kreis darstellt, der jenen Punkt zum Pol hat, weil 
sie die Gleichung der durch das Centrum gehenden Normalebene 
zur geraden Verbindungslinie jenes Punktes mit dein Centrum ist. 

222. Nach dem Vorigen können wir die bei ebenen Dreiecken 
angewendete Methode *) direct auf sphärische Dreiecke übertragen. 


*) Vergl. „Analyt. Geom. d. Kegelschnitte‘“ Artikel 56 f. 
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Wenn also 
ё =, у == 0 
die drei Seiten eines Dreiecks bezeichnen, so sind 
Ze = mp = пу 
die Gleichungen von drei sich in einem Punkte schneidenden Li- 
nien, die von den Eckpunkten des Dreiecks ausgehen, und 
mB + пу — Іа = 0, пу +. 1а — mp = 0, la + тВ — пу = 0 
die Gleichungen der Seiten des neuen Dreiecks, welches durch 
die Verbindungslinien der Durchschnittspunkte dieser Geraden mit 
den respeetiven Gegenseiten des gegebenen Dreiecks entsteht; 
endlich 
Іа + mb + пу = 0 
die Gleichung der geraden Linie, welche die Durchschnittspunkte 
entsprechender Seiten dieser beiden Dreiecke mit einander ver- 
bindet. 
Die Gleichungen 
tp = у 
repräsentieren die drei Halbierungslinien der Winkel des Dreiecks, 
und wenn А, B, С diese Winkel selbst bezeichnen, so ist leicht 
zu erkennen, dass wie bei ebenen Dreiecken 
« cos А = Ê cos В = у cos С 
die drei Höhen des Dreiecks ausdrücken. 

Es bleibt ferner wahr, dass, wenn die Normalen von den 
Ecken eines ersten Dreiecks auf die Seiten eines zweiten sich in 
einem Punkte schneiden, auch die Normalen von den Ecken des 
zweiten auf die Seiten des ersten durch einen Punkt gehen — 
ganz wie bei ebenen Dreiecken. 

Die drei durch die gegenüberliegenden Ecken gehenden Hal- 
bierungslinien der Seiten sind ausgedrückt durch 

«sin 4 = В sin B = у sin С. 
Der Bogen 
« sin A + ß sin B + y sin C = 0 
geht durch die drei Punkte der Seiten des Dreiecks, in denen 
jede durch die gemeinschaftliche Halbierungslinie der beiden an- 
dern Seiten geschnitten wird, d. i. durch diejenigen Punkte der 
Seiten, von denen jeder um 90° von der Mitte seiner Seite ent- 


fernt ist; denn 
« sin A + В sin B = 0 
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iin zwei Punkten, welche in Bezug auf ihre Durchschnittspunkte 
mit den Linien 
EM, 

harmonisch conjugiert sind, und da der eine von beiden der 
Mittelpunkt jener Strecke ist, so ist der andere nach Artikel 221 
um 90° von ihm entfernt. 

Aus dem Gesagten folgt, dass der Durchschnittspunkt von 

a sin A + ĝ sinB + y sin C = 0 
mit irgend einer Seite des Dreiecks der Pol des zu dieser Seite nor- 
malen und ihren Mittelpunkt enthaltenden grössten Kreises ist, und 
dass der Durchschnittspunkt der drei Normalen dieser Art, d. h. das 
Centrum des umgeschriebenen Kreises, der Pol des grössten Kreises 
a sin A + $ sinB + у sin С = 0 

ist. 

223. Die Bedingung, unter welcher zwei grösste Kreise 

ax + by + ez = 0, dæ + by + с: = 0 
rechtwinklig zu einander sind, ist offenbar 
ad + W + сє = 0; 
und die Substitution der Werthe von е, В, y in Function der 
а, у, z liefert die analoge Bedingung für die durch 
oe + bB + су = 0, аа + bB + су = 0 

dargestellten grössten Kreise in der ganz der planimetrischen ent- 
sprechenden Form 
ad +bb’+cc’— (bé +b’e) cos A—(ca’+c'a) cosB— (а +a’b) cosC—0. 

In analoger Weise findet man den sinus des durch einen ge- 
gebenen Punkt gehenden und zu dem Bogen 

oe + b + су = 0 
normalen Bogens, indem man die Coordinaten des Punktes in die 
linke Seite dieser Gleichung einsetzt und das Substitutionsresultat 
durch die Quadratwurzel von 
a? + b + с? — 9с cos A — 2%ca cos В — 2ab cos С 

dividiert. (Vergl. a. a. О. Artikel 64, Aufgabe 9, 7.) 

224. Den vorigen Zurückweisungen auf das ebene Dreieck oder 
die dreiseitige Ecke schliessen wir im Uebergange zu Gleichungen 
zweiten Grades eine solche an auf die Entwickelungen des Arti- 
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kel 110 über die auf derselben hyperboloidischen Fläche liegen- 
den Geraden des Tetraeders.. Wenn man durch das Centrum 
einer Kugel zu den vier Höhen des Tetraeders und den vier Er- 
zeugenden desselben Hyperboloids von dem zweiten Systeme Paral- 
lelen gezogen denkt, so bestimmen dieselben acht Punkte eines 
sphärischen Kegelschnitts, und zwar sind die der vier ersten 
die Pole der vier Seiten eines sphärischen Vierecks 
und die der vier Letztern die Höhendurchschnittspunkte 
der vier aus den Seiten desselben gebildeten sphäri- 
schen Dreiecke. 

Für das ebene Viereck, als auf einer Kugel von unendlich 
grossem Halbmesser gelegen, verschwinden die Pole der vier 
Seiten in der unendlich entfernten Geraden und die vier Höhen- 
durchschnittspunkte liegen daher auf einer zweiten Geraden. 

Wir betrachten dann zuerst die Gleichung 

«у == т? 
ebenso wohl als Gleichung eines Kegels vom zweiten Grade, für 
welchen die Ebenen 
«==0, у= H 
Tangentenebenen sind, während die Ebene 
В = 0 
beide Berührungsseiten derselben enthält, wie als Gleichung eines 
sphärischen Kegelschnitts, für den die Bogen 
жыр 
Tangenten und der Bogen 
В = 0 
die zugehörige Berührungssehne bezeichnen. Die Gleichung sagt 
offenbar aus, dass das Produet der sinus der Normalen, 
welche von einem beliebigen Punkte des sphärischen 
Kegelschnitts auf zwei seiner Tangentenbogen gefällt 
werden, zu dem Quadrat des sinus der von demselben 
Punkte auf den Berührungsbogen gefällten Normale 
in constantem Verhältniss steht. 

Ebenso drückt die Gleichung 

«у = kð 
aus, dass das Product der sinus der von einem Punkte 
eines sphärischen Kegelschnitts auf zwei Gegenseiten 
eines ihm eingeschriebenen Vierecks gefällten Nor- 
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malen zu dem Producte der sinus der von ihm auf die 
beiden andern Gegenseiten desselben gefällten Nor- 
malen in einem constanten Verhältniss steht. Und 
man leitet aus dieser Eigenschaft ganz ebenso wie in der Theorie 
der Kegelschnitte das Gesetz von der Gleichheit der Doppel- 
schnittverhältnisse der Strahlenbüschel ab, welche 
vier feste Punkte eines sphärischen Kegelschnitts mit 
irgend einem fünften Punkte desselben verbinden; 
ebenso natürlich auch übertragen sich die Beweise einer grossen 
Zahl anderer hiermit verbundener Theorem von den ebenen auf 
die sphärischen Kegelschnitte. (Vergl. a. а. О. Kapitel XIV, und XVI.) 
225. Wenn 
а=. (), В == 0 
die Ebenen der Kreisschnitte oder die eyelischen Ebenen eines 
Kegels darstellen, so ist nach Artikel 99 die Gleichung desselben 
von der Form 
а? + y + 22 = КоВ, 

und die Anwendung der vorigen Interpretation auf dieselbe zeigt, 
dass dasProduct der sinus der von irgend einem Punkte 
eines sphärischen Kegelschnitts auf seine eyelischen 
Bogen gefällten Normalen einen constanten Werth hat. 
Oder: Wenn die Basis eines sphärischen Dreiecks und das Pro- 
duct der cosinus seiner Seiten bekannt sind, so ist der Ort sei 
ner Spitze ein sphärischer Kegelschnitt, welcher diejenigen gröss- 
ten Kreise zu seinen eyclischen Bogen hat, deren Pole mit den 
Endpunkten der gegebenen Basis zusammenfallen. 

Die Form der Gleichung zeigt überdiess, dass die cycli- 
schen Bogen sphärischer Kegelschnitte den Asympto- 
ten der ebenen Kegelschnitte entsprechen. 

Aus jeder Eigenschaft eines sphärischen Kegel- 
schnitts ergiebt sich eine andere durch die Betrach- 
tung des sphärischen Kegelschnitts, welcher dem Re- 
ciprocalkegel des gegebenen Kegels entspricht. So 
ward im Artikel 141 bewiesen, dass die eyclischen Ebenen eines 
Kegels zu den Focallinien des Reeiprocalkegels normal sind. Wenn 
wir daher die Punkte, in denen die Foecallinien des 
Kegels die Kugel schneiden, die Brennpunkte des 
sphärischen Kegelschnitts nennen, so ergiebt sich 
aus der in diesem Artikel bewiesenen Eigenschaft die 
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andere, dass das Product der sinus der Normalen, die 
von den beiden Brennpunkten auf irgend eine Tan- 
gente eines sphärischen Kegelschnitts gefällt wer- 
den, von constantem Werthe ist. 

226. Wenn irgend ein grösster Kreis einen sphä- 
rischen Kegelschnitt in den Punkten P, 0 und die 
cyclischen Bogen desselben in den Punkten 4, B schnei- 
det, so ist 

AR == BO: 

Diese Eigenschaft sphärischer Kegelschnitte ergiebt sich auf 
demselben Wege aus dem im letzten Artikel Bewiesenen, wie die 
entsprechende Eigenschaft der ebenen Hyperbel bewiesen ist. (Vergl. 
а. а. О. Artikel 199.) Das Verhältniss der sinus der von P und О auf 

а = 0 
gefällten Normalen ist dem Verhältniss der sinus der Normalen 
gleich, welche von 0 und Раш | 

ZA, 
gefällt werden; und da jene ersteren Normalen in dem Verhältniss 

sin AP : sin 40 
zu einander stehen, so ist 
sin AP : sin AO = sin BO : sin BP, 
woraus leicht die Gleichheit 
AP — BO 

erkannt wird. 

Es entspricht dieser Eigenschaft ferner die reciproke, dass 
die zwei von irgend einem Punkte an einen sphäri- 
schen Kegelschnitt gezogenen Tangenten mit denje- 
nigen Bogen gleiche Winkel einschliessen, welche die- 
sen Punkt mit den beiden Brennpunkten desselben 
verbinden. 

227. Es ist ein specieller Fall des im Artikel 218 gegebenen 
Theorems, dass der zwischen den beiden ceyelischen 
Bogen eines sphärischen Kegelschnitts liegende Theil 
einer Tangente desselben von der Berührungssehne 
halbiert wird. 

Man kann diesen Satz auch mittelst der Methode des Unend- 
lichkleinen aus dem des Artikel 225 entwickeln, oder ihn end- 
lich direet aus der Form der Gleichung der Tangente 
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9 es + уу + 22) = k («В + ef 
ableiten. Denn diese Form zeigt, dass die Tangente in irgend 
einem Punkte construiert wird, indem man diesen Punkt mit dem 
Durchschnitt seiner nach Artikel 221 durch 
er + уу + 22 = 0 

dargestellten Polare mit der Geraden 

«В + «В = 0 
verbindet, welche letztere Linie die vierte Harmonikale zu den 
eyclischen Bogen 

€ U, В ==; D 
und dem nach ihrem Durchschnitt vom gegebenen Punkte aus 
gezogenen ist. Da nun der gegebene Punkt von dem ihm harmo- 
nisch conjugierten in Bezug auf die beiden Durchschnittspunkte 
seiner Tangente mit den eyelischen Bogen des Kegelschnitts um 
90° absteht, so ist er von diesen Punkten selbst gleichweit ent- 
fernt. (Artikel 221.) 

Nach dem Gesetze der Reeiprocität entspricht dem soeben 
erörterten Satze der andere, dass die Verbindungslinie 
eines Punktes eines sphärischen Kegelschnitts mit 
den beiden Brennpunkten desselben gleiche Winkel 
mit der Tangente des Punktes einschliessen. 

998. Aus dem Umstande, dass der in einer beliebigen Tan- 
gente durch die eyclischen Bogen bestimmte Abschnitt im Be- 
rührungspunkte halbiert wird, kann durch die Methode des Un- 
endlichkleinen (vergl. a. a. О. Kapitel ХШ) direet erkannt werden, 
dass jede Tangente eines sphärischen Kegelschnitts 
mit den eyclischen Bogen ein Dreieck von constantem 
Inhalt bildet, oder ein Dreieck, für welches die Summe 
der Basiswinkel unveränderlich ist. Man erkennt dieselbe 
Wahrheit trigonometrisch daraus, dass das Product der sinus der 
auf die сусііѕсһеп Bogen gefällten Normalen constant ist. Denn 
wenn wir den Abschnitt der Tangente с und die von ihr mit den 
сусііѕсһеп Bogen gebildeten Winkel 4 und B перпеп, so sind die 
sinus der Normalen auf с und В respective 


sin 4 c sin 4, sin 4 е зіп B; 


und für das Dreieck von der Basis e und den anliegenden Win- 
keln 4 und B giebt die sphärische Trigonometrie 
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sin? 4 с sin А sin B == — cos 5 cos ($ — С), 
und da С bekannt ist, so ist auch 5, die halbe Summe der Win- 
kel, bekannt. 

Das Gesetz der Reciprocität ergiebt dann weiter, dass die 
Summe der Bogen constant ist, welche die Brenn- 
punkte mit einem beliebigen Punkte des sphärischen 
Kegelschnitts verbinden. 

Diess Ergebniss kann überdiess durch die Methode des Un- 
endlichkleinen aus dem Satze abgeleitet werden, nach welchem 
die Focalstrahlen des Berührungspunktes mit der Tangente gleiche 
Winkel bilden.*) 

229. Wir können umgekehrt den Ort eines Punktes auf 
der Kugelfläche bestimmen, für welchen die Summe sei- 
ner Entfernungen von zwei festen Punkten der Kugel- 
fläche constant ist. 

Die Gleichung 

cos (о + о) = cos а 
kann in der Form 
cos? о + соз? о — 2 соз о созо cosa = sin? а 
geschrieben werden. Wenn daher 
«==0, В = 0 
die Ebenen bezeichnen, welche die Polarebenen der zwei gege- 
benen Punkte sind, so ist wegen 


а == COS o 


*) Man kann hierbei besonders deutlich sehen, dass ein sphärischer 
Kegelschnitt ebenso wohl als Ellipse, wie als Hyperbel betrachtet wer- 
den kann, Jede der Focallinien schneidet die Kugel in zwei diametral 
entgegengesetzten Punkten. Wenn wir dann zwei von ihnen als Brenn- 
punkte wählen, welche in einer und derselben von den geschlossenen 
Curven liegen, welche der Kegel mit der Kugel bestimmt, so isit die 
Summe der Focaldistanzen constant. Wenn wir aber für eine der Fo- 
caldistanzen FP die auf den diametral entgegengesetzten Punkt be- 
zügliche einführen, so ist wegen 

ЕР = 180% — ЕР 
die Differenz der Focaldistanzen constant. 

Wir erkennen in derselben Art, dass eine veränderliche Tangente 
mit den eyclischen Bogen Winkel bildet, deren Differenz constant ist, 
wenn wir für einen der im Anfange dieses Artikels betrachteten Win- 
kel sein Supplement einführen. 
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die Gleichung des Ortes 
ei + В — 2uß cosa = sin? а (а? + y? + 22). 
Und um zu beweisen, dass die Ebenen 
о еа 
zu den Focallinien dieses Kegels normal sind, hat man nur zu 
zeigen, dass die zu einer von diesen Ebenen parallelen Schnitte 
in der Normallinie zu ihr einen Brennpunkt haben. Sind also 
e = 0, “—=0 
zwei Ebenen, welche normal zu einander und zur Ebene 
а == 0 
sind, also durch die Linie hindurchgehen, deren Character als 
Focallinie wir nachweisen wollen, so ist wegen 
аё +0 + 4% == Lei + о" 
die Gleichung des Ortes 
sin? a (ei + «?) = (В — а cos a). 
Wenn dieser Ort dann durch eine zu 
«= 0 
parallele Ebene geschnitten wird, so ist durch 
ei + ei 
das Quadrat der Entfernung eines Punktes dieses Schnittes vom 
Durchschnitt von 
e = 0, e zs 0 
ausgedrückt, und wir sehen, dass diese Entfernung zu derjenigen 
Entfernung in einem constanten Verhältniss steht, in welcher er 
von der Durchschnittslinie derselben Ebene mit 
В — а соза = 0 
ist. Diese Linie ist daher die Directrix des Schnittes für den 
Punkt (с, с) als Brennpunkt. 

Wir erkennen so auch, dass die allgemeine Gleichung eines 
Kegels, welcher die Linie xy zur Focallinie hat, von der Form 
а + y? = (ах + by + ст)? 
ist; und folgern daraus sodann, dass der sinus der Entfer- 
nung eines Punktes eines sphärischen. Kegelschnitts 
vom Brennpunkte zu dem sinus der Entfernung des- 
selben Punktes von einem gewissen Directrix-Bogen 

in constantem Verhältniss ist. 
Salmon, Anal. Geom. d. Raumes, 21 
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230. Irgend zwei veränderliche Tangenten schnei- 
den die eyelischen Bogen in vier Punkten, welche in 
einem Kreise liegen. 

Denn wenn die Gleichungen 

LA, ВР= 0 
zwei Tangenten und ihre Berührungssehne repräsentieren, so ist 
ІМ = В? 
die Gleichung des sphärischen Kegelsehnitts. Da sie aber mit 
«В = а + у + 2? 
identisch sein muss, so ist 
«В — ІМ 
mit 
соку Ф 
identisch; und während die letztere Grösse, gleich Null gesetzt, 
einen kleinen Kreis darstellt, welcher mit der Berülrungssehne 
R denselben Pol hat, so zeigt die Form 
«В — ІМ = 0, 
dass dieser Kreis dem Vierseit «®ZM umschrieben ist. 

Die Reciprocität ergiebt, dass die Focalstrahlen zweier 
Punkte eines sphärischen Kegelschnitts ein sphäri- 
sches Viereck bilden, welches einem kleinen Kugel- 
kreis umgeschrieben ist. 

Aus dieser Eigenschaft kann dann mittelst der Bemerkung, 
dass die Summe oder Differenz zweier Gegenseiten in einem sol- 
chen Viereck der Summe oder Dilferenz der beiden andern Gegen- 
seiten desselben gleich ist, der Satz abgeleitet werden, dass die 
Summe oder Differenz der Brennpunktsdistanzen für 
die Punkte einer sphärischen Ellipse constant ist. 

331. Aus den soeben für Kegel bewiesenen Eigenschaften 
können ferner Eigenschaften abgeleitet werden, welche allen 
Flächen zweiten Grades angehören. 7. В.: 

Das Product der sinus der Winkel, die eine Er- 
zeugende einesHyperboloids mit den Ebenen der Kreis- 
schnitte bildet, ist constant. 

Denn unter den Erzeugenden des Asymptotenkegels ist eine 
zu der betrachteten Erzeugenden des Hyperboloids parallel und 


die Kreisschnitte dieses Kegels sind dieselben wie die des Hyper- 
boloids. a 
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Da ferner die Focallinien des Asymptotenkegels die Asympto- 
ten der Focalhyperbel sind, so folgt aus Artikel 228, dass die 
Summe oder Differenz der Winkel constant ist, welche 
eine Erzeugende des Hyperboloids mit den Asympto- 
ten der Focalhyperbel einschliesst. 

Ferner, wenn für einen Gentralschnitt einer Fläche 
zweiten Grades eine der Achsen gegeben ist, so ist 
damit die Summe oder Differenz der Winkel gegeben, 
welche seine Ebene mit den Ebenen der Kreisschnitte 
einschliesst. 

Denn nach Artikel 98 berührt die Ebene eines Gentralschnitts 
von gegebener Achse einen mit der gegebenen Fläche coneyeli- 
schen Kegel und das eben ausgesprochene Theorem ist daher eine 
Folge von Artikel 228. 

Wir erhalten aber für die Summe oder Differenz dieser Win- 
kel einen Ausdruck in Function der gegebenen Achse, indem wir 
den durch ihre grösste und kleinste Achse gehenden Hauptschnitt 
der Fläche betrachten. Wir erhalten die eyelischen Ebenen, wenn 
wir in denselben die Halbdurchmesser OB, OB’ eintragen, deren 
Längen der mittleren Halbachse b gleich sind. Die durch diese 
Linien und normal zur Ebene der Figur gelegten Ebenen sind die 
eyelischen Ebenen. 


Für ipgend einen Halbdurchmesser o, der Fig. 3. 
mit OC den Winkel e einschliesst, gilt dann G 
die Relation 

2 2. sin? e \ 
ат er? N 


Nun ist der Halbdurchmesser а’ offenbar eine Achse desje- 
nigen Schnittes, welcher durch ihn normal zur Ebene der Figur 
gelegt wird, und e ist, so lange «a > b ist, die halbe Summe 
der Winkel BOA’ und BOA’, welche die Ebene des Schnittes 
mit den сусііѕсһеп Ebenen bildet; es ist dagegen für a’ < b, 
weil alsdann 04° zwischen den Linien OB und OB’ gelegen ist, 
die halbe Differenz derselben Winkel. Und diese Summe oder 
Differenz ist für alle Schnitte von derselben Achse dieselbe. Sind 
daher а’, b’ die Achsen eines Centralschnittes und 6, 9 die Win- 
kel, welche er mit den eyelischen Ebenen einschliesst, so ha- 
ben wir 

21* 
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й 1 cos? 1 (0 — 6) + sin? 1 0 — 6) 

з е? a? f 
d соз? 5 (0 +4) sin? 4 (9 + 0) 

he в-ф а? 


Durch Subtraction entspringt daraus 
Зав d EAN Ыы X) sind sind, ' 
a 


d. h. die Differenz der Quadrate der гесіргокеп Wer- 
the der Achsen eines Gentralschniltes ist dem Pro- 
duet der sinus der Winkel proportional, welche seine 
Ebene mit den cycelischen Ebenen der Fläche ein- 
schliesst. 

939. Wir sahen im Artikel 226, dass für zwei sphäri- 
sche Kegelschnitte von denselben cyelischen Bogen 
der in einer Tangente des einen vom andern bestimmte Abschnitt 
im Berührungspunkte halbiert wird, und erkennen daraus durch 
die Methode des Unendlichkleinen, dass die Tangenten des 
einen im andern ein Segment von constanter Fläche 
bestimmen. (Vergl. „Analyt. Geom. der Kegelschnitte“ Arti- 
kel 258.) 

Wenn ferner zwei sphärische Kegelschnitte diesel- 
ben Brennpunkte haben, so sind die Tangenten, welche 
man durch irgend einen Punkt des äussern von ihnen 
nach dem innern ziehen kann, gleich geneigt gegen 
die entsprechende Tangente des ersteren; und es ist 
daher nach der Methode des Unendlichkleinen (a. a. О. Artikel 
262) der Ueberschuss der Summe dieser zwei Tangen- 
ten über den zwischen ihren Berührungspunkten ge- 
legenen Bogen des innern Kegelschnitts constant. 
Man erkennt diess Theorem als das гесіргоке von dem, welches 
wir im- Eingange des Artikels aussprachen und als solches ist es 
in der That zuerst erhalten worden.*) 

233. Man soll den Ort des Durchschnitts von zwei 
sich rechtwinklig durchschneidenden Tangenten eines 
sphärischen Kegelschnitts bestimmen. 


*) Von Graves, in seiner Uebersetzung des früher erwähnten Mé- 
moirs von Chasles (p. 77). 
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Die Aufgabe ist identisch mit der anderen auf Kegel bezüg- 
lichen, welche den Kegel zu bestimmen verlangt, der von der 
Durchschnittslinie zweier zu einander rechtwinkliger Tangenten- 
ebenen eines gegebenen Kegels 

P y? 2 


У Жый: ar -- 


erzeugt wird. Sind nun die Richtungswinkel der Normalen zu 
diesen Tangentenebenen 
SO Oe 

so erfüllen sie die Relationen 

А co? « + B соз В + С соз? у = 0, 

А cos? «” + В соз? В” + С соѕ? a = 0; 
und wir erhalten überdiess für с, 8, у als die Richtungswinkel 
der ihnen gemeinschaftlichen Normalen die andern Relationen 

cos? e == 1 — cos? « — cos? «”, etc., 
so dass die Gleichung des Ortes durch Addition der vorigen Gleich- 
ungen in der Form i 

да? + Ву? + б? = (A+ B + С) (а + 0° + 25) 

gefunden wird. Derselbe ist daher ein mit dem Recipro- 
calkegel des gegebenen сопсус1іѕсһег Kegel. 

Es entspricht diesem Ergebniss das гесіргоке, dass die 
Enveloppe einer Sehne von 90° in einem sphärischen 
Kegelschnitt ein mit dem Reciproken desselben con- 
focaler sphärischer Kegelschnitt ist. 

234. Man soll den Ort der Fusspunkte der Norma- 
len finden, welche von dem Brennpunkt eines sphä- 
rischen Kegelschnitts auf seine Tangenten gefällt 
werden. 

Die Methode zur Beantwortung dieser Frage ist ganz dieselbe, 
wie sie bei der entsprechenden Aufgabe der analytischen Geome- 
trie der Ebene angewendet wird und die Verschiedenheit tritt nur 
in der Interpretation des Resultats hervor. 

Wenn die Gleichung des sphärischen Kegelschnitts nach Ar- 
tikel 229 in der Form 

а + у?==, (= ах +by + cz) 
geschrieben wird, so ist die Gleichung der Tangente 
ах + yy = “ 


http://rcin.org.pl 


07 > 


und die durch den Punkt (жу) gehende Normale dieser Linie ist 
durch 

(= — а) y — (у — Ы) x = 0 
ausgedrückt. Die Einführung der aus diesen Gleichungen für а, y, U 
sich ergebenden Werthe in 

2 4+ у? = 1° 

liefert für den gesuchten Ort die Gleichung 
Le +y?) (a+ b? — 1) (2? + y?) + 2с: (ax + by) + 2} = 0, 
in welcher die in den Klammern stehende Grösse, für sich mit 
Null verglichen, einen Kegel bezeichnet, dessen Kreis- 
schnitte der Ebene z parallel sind. 

235. Wir haben im Artikel 222 erkannt, dass die Relation 

«a sind + В sin B + y sin C = 0 

nicht wie in der Ebene eine identische Relation zwischen den 
Normalen von irgend einem Punkte aus ist. Es bleibt daher noch 
zu untersuchen, wie die von irgend einem Punkte auf 
drei feste grösste Kreise gefällten Normalen verbunden 
sind. Wir haben jedoch diese Aufgabe implicite bereits gelöst, 
da jede der drei Normalen das Complement einer der drei Ent- 
fernungen des Punktes von den Polen der Seiten des: Fundamen- 
taldreiecks ist. 

Sind daher durch a, b, e die Seiten, durch A, B, C die 
Winkel dieses Dreiecks bezeichnet, so sind die sinus с, В, y der 
von irgend einem Punkt auf die Seiten gefällten Normalen durch 
die folgende Relation vereinigt, die nur eine Transformation der 
im Artikel 52 gegebenen ist, 

о? sin? A + В? sin? В + у> sin? С 

+ 2 Ву ѕіп Взїп © соза + 2 ya sin Csin Acosb + 2aßsin Asin B cosc 
== 1 — cos? А — cos? В — cos? С — 2 cos А соз В cos С. 

In dieser Form repräsentiert die Gleichung eine zwischen den 
drei Bogen с, В, у bestehende Relation. 

Wenn wir eine Relation zwischen den Normalen erhalten 
wollen, welche von einem Punkte der Kugel auf die durch 

He ee | 
dargestellten Ebenen gefällt werden, so haben wir nur die rechte 
Seite der vorigen Gleichung mit r? zu multiplieieren und erkennen, 
dass diese Gleichung in с, f, у die Transformation der elemen- 
taren Relation 
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а? + y? + 22 — т? 
ist, 

Es erhellt daraus, dass die linke Seite der vorigen Gleichung, 
für sich mit Null verglichen, eine Transformation von 

ai + + d = 0 
und daher der Ausdruck des imaginären Kreises ist, in welchem 
zwei concentrische Kugeln sich schneiden, mit andern Worten 
der Ausdruck des imaginären Kreises im Unendlichen. 
(Vergl. Artikel 135 und „Analytische Geom. d. Kegelschnitte“ Ar- 
tikel 282.) 

236. Diese Gleichung erlaubt uns, die Gleichung der 
Kugel zu entwickeln, die einem gegebenen Tetraeder 
eingeschrieben ist. Wir bezeichnen durch 

«== 0; Ё==0, Fe 0, 0:210 
seine Flächen, und denken durch das Centrum der Kugel parallel 
zu den drei ersten unter ihnen Ebenen gelegt, so dass die von 
einem Punkte der Kugel auf sie gefällten Normalen die Werthe 
&«—r, ß—r, y—r erhalten. Die Gleichung der Kugel ist somit 

(« — r}? sin? A + (8 — r)? sin? В + etc. 
= r? (1 — cos? 4 — соз? B— cos? С — 2 cos А cos В cos С). 

Sind dann Z, M, N, P die Inhaltszahlen der vier Flächen, 
so gilt die Identität 

La + МВ + Му + Рд = (Ф МФУ + Р); 
wir können mit Hilfe derselben r eliminieren und das Resultat in 
folgender Weise schicklich schreiben: 

1 

р 


wo (ad), etc. die Winkel bezeichnen, welche die Ebenen 


== cos? $ (be), m == соз? 3 (са), п == cos? $ (ab), 
== cos? 4 (ad), 9 = cos? 4 (bd), т == соз? 4 (cd), 
œ = 0, dest, "Ste 
mit einander einschliessen. Dann ist die Gleichung der eingeschrie- 
benen Kugel 
Irga? + mpr? + ngpy? + Imnò? 
+ (10 — тд — nr) («ð + pßy) + (mg — nr — Ip) (т88 + gay) 
+ (nr — Ip — mq) (пуд + raß) = 0*). 


*) Man kann die allgemeine Gleichung der einem Tetraeder ein- 
geschriebenen Flächen zweiten Grades in dieser nämlichen Form dar- 
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Von ihr gelangt man durch einfache Zeichenänderungen zu 
den Gleichungen der Kugeln, welche nur je eine unter den vier 
Flächen des Tetraeders innerlich berühren. 

237. Die Gleichung eines beliebigen kleinen Kugel- 
kreises oder auch eines geraden Kegels wird leicht ge- 
funden. Der sinus der Entfernung irgend eines seiner Punkte von 
der Polare des Gentrums ist constant, d. h. wenn 

=D 
diese Polare bezeichnet, ist die Gleichung des Kreises 
а? = соз? о (а? + y? + 22). 

Da hiernach alle Kreise der Kugel, welche nicht grösste 

Kreise sind, durch Gleichungen von der Form 

$ = а? 
gegeben sind, so sind alle ihre Eigenschaften specielle Fälle von 
denen der Kegelschnitte, die mit einem gegebenen Kegelschnitt 
eine doppelte Berührung haben. 

Man kann leicht die Theorie der Invarianten auf 
solche kleine Kugelkreise anwenden. Sind 

а? + у + 27 — а? ѕес? о = 0, (S = 0), 
а +y + 22 — В вес? о = 0, (5, == 0) 
zwei Kreise, so bilden wir die Bedingung, unter welcher 
kS+S = 0 
in lineare Factoren zerfällt. Für die Form derselben 
к%д + к?Ө + КӨ, + 2, = 0 
ist 
d = — tar? о, 4 = — бап? о 
Ө = sec? о sec? о’ sin? D — 2 tan? о — tan? o, 
Ө, = вес? о sec? о’ sin? D — 2 tan? о’ — (ап? о, 
für D als die Entfernung der Centra. Für zwei Kreise in einer 
Ebene sind die entsprechenden Werthe 
4 nr, Au = —– ST, 
Ө D? — 2r? — г, 
Ө, = 1° — 2r? — r. 


Wenn daher eine Invarianten-Relation zwischen zwei Kreisen 


stellen, sobald vorausgesetzt wird, dass /, m, л, р, q,r sechs unbestimmte 
Coefficienten bezeichnen; man bewährt diess leicht. (Vergl. „Analyt. 
Geom, d, Kegelschn.“ Artikel 136.) 
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in der Ebene als eine Function ihrer Halbmesser und ihrer Cen- 
traldistanz ausgedrückt ist, so wird die entsprechende Relation für 
zwei Kreise einer Kugel aus ihr erhalten, indem man für 

г, т, D die Werthe tan r, tan г, sec r sec г sin D 
einsetzt. 

So berühren sich zwei Kreise in einer Ebene, wenn die Dis- 
eriminante der obigen cubischen Gleichung verschwindet und die 
Bedingung der Berührung ist daher 

entweder D = 0 oder D =r +r. 
Die der letzteren Bedingung entsprechende Relation für Kugel- 
kreise ist daher 
tanr + tan = secr secr’ sin D 
oder 
sin D = sin (r + г). 

Wenn ferner zwei Kreise in einer Ebene dem nämlichen 
Dreieck respective eingeschrieben und umgeschrieben sind, so be- 
steht die Invarianten-Gleichung 

ө? = 449, 
und es entspringt aus ihr zwischen den Halbmessern und der 
Centraldistanz beider Kreise die Relation 
D? = R — 2Rr. 

Ihr entspricht für den eingeschriebenen und den umgeschrie- 

benen Kreis eines sphärischen Dreiecks die Relation 
sec? R sec? ғ sin? D — tan? В — 2lan А (ап ғ. 

Wir könnten in derselben Weise die zwischen dem einge- 
schriebenen und umgeschriebenen Kreise eines sphärischen Poly- 
gons bestehende Relation entwickeln. 

238. Nach Artikel 235 ist die Gleichung eines kleinen Kugel- 
kreises oder eines geraden Kegels in Dreilinien-Coordinaten noth- 
wendig von der Form 

a? sin? A + В? sin? B + у? sin? С 

+ 2ßysin В зіп С соза + 2yasin Csin A cosb + 2eß sin Asin B cosc 
= (la + тв + ny}. 

Wenn nun der betrachtete Kugelkreis dem Fundamen- 
taldreieck «у umgeschrieben ist, so müssen die Coefficien- 
ten von ei, B°, y? verschwinden und wir müssen daher 


Іа + m + ny = «sin A + Ê sin B + y sin C 
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haben, d. h. wie schon vorher bewiesen ist, diese Gleichung re- 
präsentiert die Polare des Centrums des umgeschriebenen Kreises. 
Die Substitution dieses Werthes liefert die Gleichung des be- 
trachteten Kreises in der Form 
Ву tan 4a + уа {ап 4b + «В tan 4c = 0*). 
Die Gleichung des eingeschriebenen Kreises wird genau in 


derselben Form erhalten, wie in dem Falle der ebenen Dreiecke, 
nämlich in der Form 


cos 4 A ү («) + cos } B (B) + cos 4 Сур) = 0. 

239. Wir wollen diese Ergebnisse zur Untersuchung der 
von Hart gegebenen Uebertragung des Satzes vom 
Feuerbach’schen Kreise auf sphärische Dreiecke an- 
wenden. Das bezügliche Theorem behauptet, dass die vier ein- 
geschriebenen Kreise eines sphärischen Dreiecks von 
einem und demselben fünften Kreise berührt werden. 

Die Reciprocalgleichung der im Anfang des vorigen Artikels 
gegebenen Gleichung ist 

E + n? + E — änt cos A— 285 cos B— 26y cos С 

— (Т + та + ng? = 0, 
indem 7’, m’, ai die Coordinaten des Centrums des Kreises bezeich- 
nen; die Reciprocalen der vier eingeschriebenen Kreise sind da- 
her durch 

е + n + E — änt cos A— 265 cos B— 287 cos С 

— EZ ETA 
dargestellt. Für die Gültigkeit der obern Vorzeichen erhalten wir 
zur Bestätigung die Form 
né cos? 4 A + 65 cos? 1 B + Ер соз? 4 С == 0 
als aequivalent. 
Die Linie 
А + un + »$=—0 


berührt diesen Kreis, wenn die Bedingung 


cos Лу + cos} B yu + cos} Суу = 0 


*) Für æ = а sin 4, y = В sin B, z = y sin С wird sie auf 


x? 4 y? + :# + 2yz cos a + 220 cos b + 22у cos с 


Ti — (lx + my + nz)? = 0 
gebracht. 
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erfüllt ist und wir erkennen durch wiederholte Anwendung dieser 
Bedingung, dass die vier Kreise 
E + n? + E — 215 cos A — 265 cos B — 2Ё cos С 
wt ЕД к= 
sämmtlich durch den Kreis 
E + n + E 2n cos А — 2 65 cos В — 22у cos C 
— {Е cos (В—С) + n соз (C—A) + ё cos (4—В))° = 0 
berührt werden. Die Coordinaten seines Centrums sind 
durch 
cos (B—C), cos (C— A), cos (A— B) 
ausgedrückt und dasselbe liegt daher in derjenigenLinie, 
welche den Durchschniltspunkt der drei Höhen mit 
dem Durchschnittspunkt der drei Seitenhalbierungs- 
linien verbindet. 
Denn die Coordinaten des Durchschnitts der Höhen sind 
cos B cos C, cos C cos А, cos А cos В, 


und die des Durchschnittspunktes der Seitenhalbierungslinien sind 
sin B sin С, sin С sin А, sin 4 sin B. 

Die Tangente des sphärischen Radius dieses Krei- 
ses ist die Hälfte von der Tangente des sphärischen 
Radius des umgeschriebenen Kreises. 

Diesen Satz oder die Relation 

tan о == L tan А 
kann man wie folgt erhalten. Bekanntlich sind die Verbindungs- 
linien eines beliebigen Punktes der Kugel mit den Ecken eines 
Dreiecks durch eine Relation mit einander verbunden. Wenn die 
Ecken des Dreiecks Centra von Kreisen von den Halbmessern 
о, 0, 0” sind, so erhält man durch Substitution von 


"EZE 
für die Entfernungen des Centrums des sie alle berührenden Krei- 
ses aus dieser Relation eine quadratische Gleichung zur Bestim- 
mung von R, deren Wurzeln die Radien der Kreise sind, welche 
die gegebenen alle innerlich oder äusserlich berühren. Der Radius 
des innerlich berührenden Kreises für die drei dem Dreieck äusser- 
lich eingeschriebenen Kreise wird so durch die Formel 


tan о = 4 tan R 
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erhalten, während der Radius о’ des dieselben Kreise äusserlich 
berührenden Kreises durch 
sin 4 (b + c) sin 4 (c + a) sin 4 (&4& Б 


cos 5 z fsins. SE sin (= — b) іп (,—сєс)} 


tang = — lan R 


dargestellt ist. 
240. Die directe Untersuchung würde in folgender Weise zu 
führen sein. Für 
2s—=atb+e 
as— А = =, Вѕ — В = у, })зѕ — С = = 
ist die Gleichung des eingeschriebenen Kreises 
а? + yY? +2? + 2у соз а + 2zw cosb + 2ay cos с 
— {а cos (s — а) + у cos (s— b) + z cos (,—с)}? =) 
denn sie ist äquivalent mit 
а? sin? (s—a) + y? sin? (8—0) + 22 sin? (s— с) 
+ 2yz {соз а — соз (s — b) cos (—c)} 
+ 2: {соз b — cos (s— с) cos (s—a)} 
+ 2xy { соз с — соз (s— а) соз (s—b)} = 0, 
oder mit 
а? sin? (8 —- a) + у? sin? (s —b) + z? sin? (s — с) 
— 4yz sin (s—b) sin (s— c) — 422: sin (s— c) sin (s— a) 
— 42у sin (s— a) sin (s—b) = 0. 


und 


Aus ihr gehen aber die Gleichungen der drei andern Kreise, 
welche dem sphärischen Dreieck eingeschrieben sind, hervor durch 
die respective Veränderung der Zeichen von а, №, с und man er- 
kennt sodann, dass alle vier Kreise durch den fünften berührt 
sind, dessen Gleichung ist 

£? Hy? + 2? + дус соз а + 222 cosb + 22у cos с 
cos 5 0 cos 4c соз ус со$ўа , соѕ да соѕ it 
y {= 7 совіа ` сов KW e Kong et 
== 0: 


Für z == 0 geht aus derselben zur Bestimmung der von ihm 
mit der entsprechenden Dreiecksseite bestimmten Durchschnitts- 
punkte, d. i. zur Berechnung des Verhältnisses æ : у die Gleichung 


21 21 

соѕ? zb oos ke 2 

1 — ———). æy (cos с — cos? 4c 
( cos? 1 a +2 у ( 2 ) 


+ (а соз? у за сов? =) Pei 


ES 4b 
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hervor, welche in die Factoren 


(= = ай е gf =h сазе езе, o, 


соз 1 cos 5 0 
cos4b Si ©» ( cos4 a =a En 
(1 + cos 4 1 + cos 4 Den 0 


zerfällt. Die Ba не УН zeigt, dass die Verbindungslinien die- 
ser Durchschnittspunkte der Seiten mit den respectiven Gegenecken 
zwei Systeme von drei Linien bilden, welche durch einen Punkt 
gehen. 

Da nach der allgemeinen Gleichung des betrachteten Kreises 
durch 


1 d 1 d 1 
соз ab cos у с cos į e cosà a 


с sin А sin B—— 
cos A o Fa cos 4b 
cost a cos 4b 
; ә 2 
sin С —2————— = () 
+7 соз 2 с 


oder 

а on 5а + В апр + у (ап 1с = 0 
die Polare seines Centrums dargestellt wird, so erkennt man aus 
der Bemerkung, dass 


Ву tan фа + уап + aß (апус = 0 
die Gleichung des ungeschriebrnen Kreises ist, die Lage der 
drei Durchschnittspunkte dieser Polare mit den Seiten des Drei- 
ecks. Man findet sie, wenn man durch jede Ecke eine gerade 
Linie zieht, welche mit den in ihr zusammenstossenden Seiten den- 
selben Winkel macht, wie die Tangente des umgeschriebenen Krei- 
ses in diesem Punkte mit denselben Seiten. 
Indem man dann die Gleichung der Polare in der Form 


œ cos (S — A) + В cos (5 — B) + у cos (5 — 0) = 0 
schreibt, erkennt man, dass das Centrum des Hart-Feuerbach’- 
schen Kreises in der Verbindungslinie des Centrums des umge- 
schriebenen Kreises mit dem Pole des grössten Kreises 

& cos A + B cos B + y cos C = 0 
enthalten ist, der für das ursprüngliche Dreieck und das von den 
Fusspunkten der Höhenperpendikel gebildete Dreieck die Achse 
der Homologie ist. 

Eine andere Construction dieses Centrums ergiebt sich aus 
folgenden Betrachtungen. 

Die Verbindungslinien der Ecken des Dreiecks mit dem Cen- 
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trum des umgeschriebenen Kreises und die von den Ecken aus 
gehenden Perpendikel auf die Verbindungslinien der Seitenmittel- 
punkte machen mit den Seiten des sphärischen Dreiecks gleiche 
Winkel. Die Coordinaten des Durchschnittspunktes dieser letzteren 
Perpendikel sind durch 
sin (S— B) sin (S— C), sin (5—0) sin (S— A), sin (S—A) sin (S— B) 
dargestellt, während 

sin (5 — А) Д sin (5— В) d sin (5 — С) 
die Coordinaten des Centrums des umgeschriebenen Kreises be- 
zeichnen. 

In der Verbindungslinie jenes ersteren Durchschnittspunktes 
mit dem Centrum des Feuerbach’schen Kreises 

cos (В — С), cos (C— 4), cos (A— B) 
liegt auch der Punkt von den Coordinaten 
cos A ‚ cos B СЕН 

und man erhält daher die folgende Construction für das fragliche 
Centrum: Man zieht durch jeden der Eckpunkte eine Linie, wel- 
che mit einer der Seiten denselben Winkel bildet, welchen das 
Perpendikel auf die Gegenseite mit der andern einschliesst; man 
verbindet den Durchsehnittspunkt dieser drei Linien mit dem Durch- 
schnittspunkt der von den Ecken auf die Verbindungslinien der 
Mittelpunkte der Seiten respective gefällten Perpendikel und erhält 
das gesuchte Centrum da, wo diese Verbindungslinie von derjeni- 
gen geschnitten wird, welche den Durchschnitt der Höhenperpen- 
dikel mit dem Durchschnitt der Seitenhalbierungslinien verbindet *). 


*) Die Bemerkung des Artikel 237, nach welcher die Eigenschaften 
von Kugelkreisen denen von Kegelschnitten entsprechen, welche mit 
einem gegebenen Kegelschnitt eine doppelte Berührung haben, zeigt, 
dass in der Ebene der folgende Satz gleichzeitig hierdurch bewiesen ist: 
Durch dreigegebene Punkte können vier Kegelschnitte be- 
schrieben werden, welche mit einem gegebenen Kegel- 
schnittin doppelter Berührung sind und diese werden sämmt- 
lich von einem fünften Kegelschnitt berührt, der gleich- 
falls mit jenem ersten eine doppelte Berührung hat. 
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Bemerkte Druckfehler. 


Seite 63 Zeile 11у. 


134 
137 
188 
206 
206 
269 
281 


294 


Le 
15 v. 


8 у, 
З у. 
Р А 


6 у. о. — 


u. Kanten statt Seiten. 

п. Bd. LXII statt Bd. XLII. 

о. und dem statt und in dem, 
19 v. о. 

о 

о 

п 


fehlt das Wort: Beispiel. 


. 3 Btatt „. 

. welchen statt welcher. 

. cz? statt 3. 

10 v.u. 
б у, о. 


umgeschrieben statt umschrieben. 
schalte ein nach 170, 130 und 186, 
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